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  1آمار و احتمال و کابرد آن در مديريت جزوه 

 يآمار توصيففصل اول: 

مجموعه تمام افراد يا اشيايي که در يک زمان و مکان مشخصي داراي يک ياچند صفت مشترک هستند. تعداد اعضاي جامعه را  جامعه:
  شود.نمايش داده مي  حجم جامعه گويند و با 

گيرد. نمونه بايد به خوبي ي خاص انجام ميي صفتي از جامعه که طبق يک ضابطه و قاعدهالعه: انتخاب بخشي از جامعه براي مطنمونه
  دست آمده از نمونه را بايد به جامعه تعميم دهيم. تعداد اعضاي نمونه را حجم نمونه گويند و با معرف جامعه باشد زيرا اطلاات به

  دهند.نمايش مي

  عه را مشخص کنيد:براي هر يک از موارد زير جام مثال:
  جامعه: محصولات يک کارخانهخصوص   بررسي کيفيت محصولات يک کارخانه به الف)

     جامعه: دانشجويان دانشگاه اشرفيبررسي وضعيت تحصيلي دانشجويان دانشگاه اشرفي      ب) 
  جامعه: ساکنين استان اصفهانبررسي تعداد بيکاران استان اصفهان             ج)

, , ,θها نامعلومند و با حروف لاتين مانند هايي که مربوط به جامعه هستند و معمولا مقادير آنمقادير و اندازه پارامتر:  , , …. 
  شوند.نمايش داده مي

وند. آماره شهايي که مربوط به نمونه هستند و به عنوان تخمين (برآورد) براي پارامتر نامعلوم جامعه استفاده ميمقادير و اندازهآماره: 
,  ايم، مقادير نمونه را با اي تصادفي از جامعه گرفته. فرض کنيد نمونهنمونه تصادفيتابعي است از    ,   , … , دهيم. نمايش مي   

,  لذا آماره هميشه برحسب تابعي از    ,   , … ,   شود. نمايش داده مي   

  زير پارامتر  آماره را مشخص کنيد:براي هر يک از موارد  مثال:
  پارامتراي             نظر دانشجويان راجع به امتحان چهارگزينه الف)

  آمارهدانشجوي دانشگاه اشرفي           100تعداد ساعات مطالعه غير درسي  ب)
  آماره    نفر از ساکنين شهر اصفهان       1000تعداد بيماران ديابتي  ج)
  پارامتر شغلي کارکنان سازمان آموزش و پرورش        ميزان رضايت  د)
  پارامتر آموزان ابتدايي          متوسط هوش دانش ه)

ها را بسنجد. او از اين پژوهشگري فهرست اسامي دانشجويان رشته روانشناسي را در اختيار دارد و قصد دارد متوسط افسردگي آن مثال:
ها را سنجيده است. در اين پژوهش، اب کرده است و با اجراي پرسشنامه، ميانگين افسردگي آننفر را به طور تصادفي انتخ 30فهرست 

  جامعه، نمونه، پارامتر و آماره را مشخص کنيد.
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  جامعه: دانشجويان رشته روانشناسي
  دانشجوي رشته روانشناسي 30نمونه:  

  پارامتر: متوسط افسردگي دانشجويان رشته روانشناسي
  دانشجوي  رشته روانشناسي 30فسردگي آماره: متوسط ا

  

  گيري هاي به دست آمده که از فردي به فردي ديگر يا از شئي به شئي ديگر متفاوت است را متغير گويند.مشاهدات و اندازه متغير:

  .کيفي2. کمي    1انواع متغيرها: 
ü ت عددي بيان کرد. در واقع اين متغيرها ذاتا توان به صورگيري هستند و ميمتغيرهاي کمي متغيرهايي هستند که قابل اندازه

  عددي هستند. مانند وزن، قد، معدل
ü توان به آنها عدد نسبت داد و در واقع اين متغيرها متغيرهاي کيفي متغيرهايي هستند که به صورت عددي قابل بيان نيستند اما مي

 توصيفي هستند. مانند گروه خوني، شغل، مدرک تحصيلي

  . پيوسته2. گسسته    1توان براي متغيرها درنظر گرفت عبارتند از:  که ميبندي ديگري دسته

ü کند و مقاددير اعشاري در آنها مفهومي ندارند. مانند تعداد دانشجويان، متغيرگسسته متغيري است تنها مقاديرصحيح اختيار مي
  تعداد بيماران، تعداد فرزندان

ü  تواند اختيار کند و رقم اعشار در آن مفهوم دارد. مانند وزن، دما، مقداري را مياما متغيرهاي پيوسته متغيرهايي هستند که هر
 معدل، فشار خون، زمان

گيري دقيق و مناسب، ناگزيريم که برخي متغيرهاي پيوسته را گسسته درنظر بگيريم. مانند بعضي مواقع به دليل فقدان ابزار اندازه نکته:
  بهره هوشي -سن

 زير را مشخص کنيد. (پيوسته يا گسسته) نوع متغيرهاي  مثال: 

  گسسته هاي يک کلاس                 تعداد صندلي                         گسسته رفتار پرخاشگرانه                           پيوسته       سن       
  پيوستهسطح هموگلوبين خون                                          گسسته رنگ چشم                                   گسسته روحيه           

              پيوسته  ميزان هوش                              پيوسته اندازه مشت                                             پيوسته        قد        
  گسستهشمي، زخم جراحي)        تعداد بيماران عفونت هاي بيمارستاني (نخاعي، مغزي، چ

  متغيرهاي مستقل و وابسته:
تواند مقادير آن را تغيير دهد در واقع متغير مستقل متغير اثرگذار باشد و ميمتغير مستقل متغيري است که مقادير آن در دست محقق مي

  است.
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کند. در واقع متغير وابسته متغير متغير مستقل تغيير ميمتغير وابسته متغيري است که مقادير آن در دست محقق نيست و مقادير آن براساس 
  اثرپذير است.

  
  براي موارد زير متغير واسبته و مستقل را تعيين کنيد:مثال: 
  مستقل:  مصرف مواد عذايي                          وابسته: ميزان هوشميزان هوش و مصرف ماد غذايي                  الف)

  مستقل: سن                           وابسته:  حافظهسن            ميزان حافظه و  ب)
  بررسي اثرتعداد ساعات ورزش، مصرف قرص و رژيم غذايي بر روي ميزان ديابت              ج)

  مستقل:    ساعات ورزش، مصرف قرص و رژيم غذايي                        وابسته: ميزان ديابت             
          مستقل:    ميزان تبليغات شرکت                        وابسته: ميزان فروشن تبليغات شرکت و ميزان فروش        ميزا د)

  گيري:مقياس اندازه
شوند. به ها به عدد تبديل ميگيري فرآيندي است که از طريق آن، مشاهدهگيري است. اندازهترين فعاليت در هر پژوهش، اندازهاساسي

گذاري گيري يا مقياسگيري عبارت است از نسبت عددي دادن به صفت مورد مطالعه است. طرز تخصيص عدد را اندازهور کلي اندازهط
  گويند.

اي و نسبي. هر کدام از اين ي تخصيص عدد وجود دارند که عبارتند از اسمي، ترتيبي، فاصلهگيري يا چهار طريقهچهار مقياس اندازه
  هاي خاصي دارند.ن و محدويتها قوانيمقياس

  اي و نسبي مربوط به متغيرهاي کمي هستند.مقياس اسمي و ترتيبي مربوط به متغيرهاي کيفي است و مقياس فاصله نکته:

دهيم فقط اعداد طبيعي هستند. در رود و مقاديري که به آن نسبت مياين مقياس براي شناسايي افراد يا اشياء به کار ميمقياس اسمي: 
بندي و تشخيص طبقات از يکديگر است. مانند جنسيت، وضعيت تاهل، ين مقياس چهار عمل اصلي کاربرد ندارند و هدف فقط طبقها

  شغل،  گروه خوني.

کند. اما پردازد و فقط اعداد طبيعي را اختيار ميها ميگذاري طبقهبندي و ناماين مقياس همانند مقياس اسمي به طبقهمقياس ترتيبي: 
ها نيز نظر دارد. در اين مقياس نيز چهار عمل اصلي کاربرد ندارند. مانند نظر دانشجويان به امکانات دانشگاه، وه بر آن به ترتيب طبقهعلا

  مدرک تحصيلي، ميزان مهارت کارگران يک کارگاه.

هاي موجود بين افراد، اشياء و رويدادها لهدهد فاصتواند هر عدد حقيقي را اختيار کند و به ما اجازه مياين مقياس مياي: مقياس فاصله
  را مشخص کنيم.

به دنيا آمده است  و فرد  45در سال   Aدر اين مقياس تنها جمع و تفريق معنا دارد ولي ضرب و تقسيم مفهومي ندارد. مثلا فرد  )1نکته 
B  توان گفت فرد. نمي90در سال  A گفت فرد  تواندنيا آمده است ولي  ميدو برابر زودتر بهA ،45  .سال زودتر به دنيا آمده است  
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در اين مقياس صفر مطلق معنا ندارد و صفر در اين مقياس جنبه قرارداري دارد يعني کسي که در آزمون هوش نمره صفر  )2نکته
  گيرد به اين معنا نيست که آن فرد هيچ هوشي ندارد.مي

تيار کند. در اين مقياس چهار عمل اصلي کاربرد دارد. در اين مقياس صفر تواند هر عدد حقيقي را اخاين مقياس ميمقياس نسبي: 
  ماند. مانند وزن، قد.گيري ثابت ميمطلق معنا دارد و نسبت دو مقدار با تغيير واحد اندازه

  گيري هر يک از موازد زير را تعييين کنيد:مقياس اندازهمثال: 
      اي فاصلهب) زمان تشکيل اولين کلاس     نسبي        گويي به سوالات يک امتحان الف) مدت زمان پاسخ
  ترتيبي ت)  ارزيابي تحصيلي: ضعيف، معمولي، خوب                                         اسمي پ) رشته تحصيلي       

  اسمي يک نمايشگاه         هاي موجود درج) رنگ اتومبيل                                 نسبيآموز          ث) سن دانش
  نسبي ح) گنجايش آب يک تانکر                             ايفاصلهچ) درجه حرارت کلاس              

  نسبيد) درآمد دانشجويان شاغل                  نسبي خ) تعداد شکايات به يک پاسگاه      
  

  جدول فرواني و نمودارهاي آماري
ستون است که عبارتند از  5ها تنظيم جدول فراواني است. هر جدول فراوني شامل بندي دادهمرتب سازي و طبقه ترين راه برايساده

  پردازيم:مشاهدات، فراواني، فراواني تجمعي، فراواني نسبي و فراواني نسبي تجمعي است، که در ادامه به توضيح آنها مي

  اني در ستون اول مشاهدات بايد از کوچک به بزرگ مرتب شوند.هميشه به ياد داشته باشيد که در جدول فراو نکته:

طبقه (گروه، رده) به صورت  kمشاهده (داده) در  nبه تعداد تکرار هر مشاهده فراواني آن مشاهده گويند. فرض کنيد  ):  فراواني (   ,   , … , ,  ها به صورت به طوري که تعداد تکرار آن  داشته باشيم      , … , ام -iفراواني مشاهده    باشد. در اين صورت به    
  گويند.مي

  تعداد کل داده هاهميشه جمع فراواني ها برابر است با  نکته:

آيد، ست مياگر فراواني هر مشاهده را با فراواني مشاهدات قبل از آن جمع کنيم، فراواني تجمعي آن مشاهده به د  ):  فراواني تجمعي (
=    يعني:     ,             =   +     ,            =   +   +                   =   +   +   + ⋯+    

  
=   آيد، يعني:شاهده به دست مياگر فراواني هر مشاهده را به تعداد کل مشاهدات تقسيم شود، فراواني نسبي آن م  ):  فراواني نسبي (      ,        =      ,     =      , … . ,     =     
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 هاي نسبي همواره برابر يک استتوجه کنيد جمع فراواني نکته:
 

=   ها تقسيم کنيم، يعني:ادهفرواني تجمعي هر مشاهده را بر تعداد کل د  ):  فراواني نسبي تجمعي (      ,     =      ,       =      , … .,     =            
 کنند به شرح زير هستند:روز به يک کلينيک مراجعه مي 23تعداد بيماراني که در مدت  :مثال
14   15   14   11   15   15   12   13   14   12   11   15   14   12   17   11   13   12   14   15   12   10   14    

  ها را تنظيم کنيد.الف) جدول فراواني اين داده
  کند.بيمار مراجعه مي 12ب) چند درصد از روزها حداکثر 
  کند.بيمار مراجعه مي 14ج)  چند درصد از روزها بيش از 

  

+  . )      ب  .  +  .  ) ×    =   % 

×  .      ج    =   % 

  

  

  

ها را به هاي پيوسته بايد دادهبراي داده هاي پيوسته:جدول فراواني براي داده
ها را شمارش سيم کنيم و در هر رده فراواني دادهتعدادي فاصله (رده) با طول مساوي تق

  کنيم که شامل مراحل زير است:ها از روش استورکز استفاده ميها و طول ردهکنيم. براي تعيين تعداد رده
  . محاسبه طول طبقات3.  محاسبه دامنه تغييرات   2محاسبه تعداد طبقات    .1

  باشد، در اين صورت تعداد طبقات برابر خواهد بود با:  nها برابر دادهفرض کنيد تعداد کل  ):k. محاسبه تعداد طبقات (1
         = [1 + 3.322 × log ] 

≤ 2تر، استفاده از يک روش ساده دهيم، اولين عددي که در اين نابرابري صدق و ... را اختصاص مي 3و 2و1مقدار  kباشد. به مي  
  کند برابر تعداد طبقات است.

  
≤    باشد تعداد طبقات را مشخص کنيد: 35هاي پيوسته برابر ف) فرض کنيد تعداد دادهال مثال:         →        ≥       →    =   

r  g f x  
0.09  2 2  10  
0.13  5  3  11  
0.23  10  5  12  
0.09  12  2  13  
0.26  18  6  14  
0.23  23  5  15  

  جمع  23    
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≤    باشد تعداد طبقات را مشخص کنيد: 100هاي پيوسته برابر ب) فرض کنيد تعداد داده         →        ≥        →    =   
  

=   آوريم:از فرمول زير دامنه تغييرات را به دست مي): Rه دامنه تغييرات (. محاسب2     −      
=      آيند:ي زير به دست مياز رابطه     و      که  کوچکترين عدد + =           و       −بزرگترين عدد   

  

است. اگر در  5/0برابر  sها صحيح باشند و رقم اعشار نداشته باشند مقدار ها رجوع کنيم. اگر تمام دادهبايد به داده sبراي محاسبه مقدار 
ها حداقل يک عدد با دو است. اگر در بين داده 05/0برابر  sها حداقل يک عدد با يک رقم اعشار حضور داشته باشد مقدار بين داده

 است و الي آخر. 005/0برابر  s رقم اعشار حضور داشته باشد 

=  برابر خواهد بود با: Rهاي سوال به صورت صحيح هستند پس در اين صورت مقدار معمولا داده −بزرگترين عدد کوچکترين عدد +   

  شود:طول طبقات از فرمول زير محاسبه مي): w. محاسبه طول طبقات (3

 =    

که عدد به دست آمده برابر مقدار به دست آمده خواهد بود. در صورتي اگر عدد محاسبه شده صحيح باشد در اين صورت طول طبقات
  ها رجوع کنيم:اعشاري به دست آيد بايد مجددا به داده

  کنيم.را به عدد صحيح به بالا رند مي wها صحيح باشند و رقم اعشار نداشته باشند اگر تمام داده •
  کنيم.را تا يک رقم اعشار به بالا رند مي wور داشته باشد ها حداقل يک عدد با يک رقم اعشار حضاگر در بين داده •
  کنيم و الي آخر.را تا دو رقم اعشار به بالا رند مي w ها حداقل يک عدد با دو رقم اعشار حضور داشته باشد اگر در بين داده •

  رد زير طول طبقات را به دست آوريد:باشد، براي هر يک از موا 32و دامنه تغييرات برابر  7فرض کنيد تعداد طبقات برابر  مثال:
   ها حداقل يک عدد با دو رقم اعشار حضور دارد. الف) در بين داده

  ها صحيح هستند.ب) تمام داده
  ها حداقل يک عدد با يک رقم اعشار حضور دارد.ج) در بين داده

  جواب:
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 =        =      ⇒     =   =  .      

= الف)      . = ب)                               = ج)                                 .    

 
  دهدجعبه توليدي يک کارخانه را نشان مي 35هاي زير وزن دادهمثال: 

2   5   4   4   5   5   5   7   5   6   8   3   2   3   6   6   3   9   11   3   6   3   1   1   4   4   2   5   1   7   2   4   6   6   8  
  ها به چند طبقه با چه طولي نيازمنديم؟ الف) دادهها را طبقه بندي کنيد. براي اين داده

  ها را تنظيم کنيد.ب)جدول فراواني اين داده
  دارند. 5/4ها وزني حداکثر ج)چه نسبتي از جعبه

  دارند 5/8تا  5/2ها وزني بين د) چند درصد از جعبه
  دارند. 5/4عبه ها وزني بيش تر از ه) چند درصد از ج

≤    جواب: الف)     ⇒     ≥       ⇒     = =   تعداد طبقات        −بزرگترين عدد کوچکترين عدد +  =   −  +  =    

 =    =  .  طول طبقات       ~  

 

.     ج  +  .   =  .    

. )      د   +  .   +  .   ) ×    =   % 

. )     ه   +  .   +  .   +  .   )×    =   % 

 

  

 

  رسم نمودارهاي آماري:

فراواني 
 تجمعي

  طبقات  فراواني فراواني نسبي

7  0.2  7  2.5-0.5  
17  0.29  10  4.5-2.5  
29  0.34  12  6.5-4.5  
33  0.11  4  8.5-6.5  
34  0.03  1  10.5-8.5  
35  0.03  1  12.5-10.5  

  جمع  35    
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ها را تا حدودي بدون توضيح و تفسير مشاهده کرد رسم نمودار است. يکي ک روش بصري براي اين که بتوان اطلاعات نهفته در دادهي
  مصورسازي اطلاعات براي آناليز داده ها دستيابي و درک سريع اطلاعات و الگوهاي موجود است.  از علل استفاده از روش هاي 

  )Pie chartاي (نمودار دايره -)Bar chartاي (ميله ي گسسته:هاانواع نمودارها براي داده

کنيم. روي محور افقي مشاهدات از کوچک به بزرگ و روي محور عمودي فراواني يا دو محور عمود بر هم رسم مي اي:در نمودار ميله
  فراواني نسبي.

کنيم، هر قسمت را يک قطاع گويند. زاويه هر قطاع بندي مي : دايره اي رسم کرده و از مرکز به تعداد طبقات قسمتايدر نمودار دايره
=  ي از رابطه   ×   آيد.دست ميبه 360

  کارمند يک شرکت است. نمودار دايره اي را براي اين جدول رسم کنيد. 15جدول زير نشان دهنده مدرک تحصيلي  مثال:
  نوع مدرک  ديپلم  فوق ديپلم  ليسانس  فوق ليسانس  دکتري

  تعداد  2  4  6  2  1
    =   × فراواني  360

  نسبي
  نوع مدرک  فراواني

 .   ×    =   .   
  ديپلم  2  0.13

  فوق ديپلم  4  0.27  97.2
  ليسانس  6  0.4  144
  فوق ليسانس  2  0.13  46.8
  دکتري  1  0.07  25.2

  جمع  15    
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  اي را رسم کنيد. رشته است. نمودار ميله 20صيل شده از هاي زير مربوط به تعداد دانشجويان فارغ التحدادتمرين:
5   3    6        6    5     5    2        6  5     5    3     6     6     2    2   5      5     5    6    2  

  
r  f  x  

0.2  4 2  
0.1  2  3  
0.4  8  5  
0.3  6  6  

  جمع  20  1
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 نمودار چندبر فراواني -)Histogramهيستوگرام ( هاي پيوسته:انواع نمودارها براي داده

گيرد و به جاي رسم اي است با اين تفاوت که بر روي محور افقي کران پايين و بالاي طبقات قرار ميمانند نمودار ميله نمودار هيستوگرام:
ه را يک درنظر گرفت و محور توان طول هر طبقها به هم چسبيده هستند. ميشود و مستطيليک خط مستقيم يک مستطيل رسم مي

 ها برابر يک شود.عمودي را فراواني نسبي قرار داد تا جمع مساحت مستطيل

گويند به صورت زير به يابيم. مرکز طبقه که به آن نماينده طبقه ميبراي رسم اين نمودار ابتدا مرکز هر طبقه را مي نمودار چندبر فراواني:
  آيد:دست مي

  = کران پايين + 2کران بالا  

يابيم، سپس دو محور عمود سپس، يک طبقه فرضي اول همه طبقات و يک طبقه فرضي آخر همه طبقات يافته و نماينده آن طبقات را مي
دهيم. مرکز طبقات را با فراواني نسبي آن بر هم رسم کرده و مرکز طبقات را روي محور افقي و فراواني نسبي را محور عمودي قرار مي

نماييم. چندضلعي به دست آمده را چندبر فراواني کنيم و در آخر نقاط رسم شده را به يکديگر وصل ميداده و يک نقطه رسم ميتلاقي 
  گويند.مي

  
  نفر است. نمودار هيستوگرام، چندبر فراواني را رسم کنيد.  30جدول زير مربوط به ميزان اضطراب مثال: 

.   قاتطب  فراواني  فراواني نسبي  نماينده طبقه  +   .   =  .   0.17  5  5/10 -5/6  

12.5  0.2  6  5/14 -5/10  
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16.5  0.27  8  5/18 -5/14  
20.5  0.37  11  5/22 -5/18  
  جمع  30    

  

  نمودار را خودتان رسم کنيد.

  ها يا معيارهاي آماري:شاخص

 
ها را در يک يا چند عدد خلاصه کنيم. اين دهدر دا بعد از تنظيم جدول فراواني و رسم نمودارهاي آماري، لازم است که اطلاعات موجود

  شوند. ي معيار مرکزي و پراکندگي تقسيم ميمقادير را معيارهاي آماري گويند و به دو طبقه
 معيار مرکزي:

  
ها ها حول آنهدادکه کنند به طوريها را مشخص ميگيرند ( مقاديري هستند که مرکزيت دادهها را اندازه ميميزان گرايش به مرکز داده

  اند.) و شامل ميانگين، ميانه، نما(مد) و چندک هستند.قرار گرفته

  معيار پراکندگي:

  ها چقدر از هم دور و چقدر به هم نزديک هستند.کنند دادهمقاديري هستند که مشخص مي

,  هاي فرض کنيد داده ):Arthmetic meanميانگين حسابي(   , … , ,  هاي ب داراي فراوانيبه ترتي      , … , باشند و    
  آيد:ميي زير به دست ها از رابطهباشد، ميانگين داده      ها برابرتعداد کل داده

 ̅ = ∑           

 سته (نماينده رده) است.مرکز د   ها و اگر پيوسته باشند خود داده   ها گسسته باشند توجه کنيد اگر داده

 دست آوريد:ها را بهدهد، ميانگين دادهآموز را نشان ميدانش 25هاي زير تعداد دندان هاي پوسيده دادهمثال: 
2   3   4   2   7   3   5   4   6   2   2   7   6   8   4   6   2   2   3   4   8   4   5   4    3 

  د.آمده را تفسير کنيمقدار به دست

  توان به صورت زير عمل کرد:راه حل ساده جمع همه اعداد تقسيم بر تعداد است ولي براي راحتي مي جواب:

ها تقسيم شود و در نهايت بر تعداد کل دادهشود ، سپس مقادير با هم جمع ميابتدا هر عدد در تعداد ضرب مي
 شودمي
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  = ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  )  =      =  .    

  دندان پوسيده داشته باشد. 4آموز به طور متوسط رود هر دانشتفسير: انتظار مي

  دهد، ميانگين را محاسبه و تفسير کنيد.جدول زير مربوط به سن افراد شاغل را نشان مي مثال:
  طبقات  فراواني

3  35/20 -25/17  
7  45/23 -35/20  

10  55/26 -45/23  
2  65/29 -55/26  

  
  ابتدا لازم است مرکز هر طبقه را به دست آوريم: جواب:

  
    =    .    =   .    

  سال است. 23ر: به طور متوسط سن افراد شاغل تقريبا تفسي
 
  
  
  
  

  شود عبارتند از:خانواده در عرض يک ماه زمستان مصرف مي  27هاي سرماخوردگي که در : تعداد قرصتمرين
  0   1   2   3   4   1   2   2   0    3   3   2    4    4    3     1   0   2   0   4      0     4     4      4     5     2    3       

  دست آوريد و مقدار آن را تفسير کنيد.ها را بهميانگين داده

  طبقات  فراواني        
4/56  8/18  3  35/20 -25/17  
3/153  9/21  7  45/23 -35/20  

250  25  10  55/26 -45/23  
2/56  1/28  2  65/29 -55/26  
9/515        

           
0  5  0  
3 3  1  

12  6  2  
15  5  3  
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  =     =  .  

  کنند. قرص سرماخوردگي مصرف  2انتظار ميرود هر به طور  متوسط خانواده 

  

  

  

  دهد. ميانگين را محاسبه کرده و تفسير کنيد.نفر را نشان مي 50ي شناختي جدول زير، ميزان اندوخته تمرين:

  

  =    .   =   .   

ي شناختي انتظار ميرود ميزان اندوخته
  باشد. 15.09هر فردهر به طور  متوسط 

  

  

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  

  (مد): 

 دهيم.نمايش مي Mو با نماد  ها بيشتر باشد را نما يا مد گوييماي که فراواني آن از ساير دادهداده

28  7  4  
5  1  5  

  جمع  27  63

  طبقات  فراواني        
31.5  5.25  6  25/7 -25/3  

120.25  9.25  13  25/11 -25/7  
119.25  13.25  9  25/15 -25/11  
120.75  17.25  7  25/19 -25/15  

85  21.25  4  25/23 -25/19  
277.75  25.25  11  25/27 -25/23  
  جمع  50    754.5
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  هاي گسسته: محاسبه نما (مد) براي داده
  آوريم. دست ميها را بهابتدا فراواني داده

  گيريم.اي که فراواني آن از همه بيشتر است را به عنوان مد در نظر ميداده
ها را دو گيريم و دادهدو را به عنوان مد در نظر مي ها باشند هري غير مجاورداراي فراواني يکسان و بيش از ساير فراوانياگر دو داده

  گوييم. نمايي مي
  .گيريمها را به عنوان ميانگين در نظر ميها مجاور يکديگر باشند نصف مجموع آندر صورتي که اين دو داده

 ها مد ندارند.ها داراي فراواني يکسان باشند گوييم دادهدر صورتي که تمام داده

 
 دست آوريد:دهد، براي هر کدام مد را بههاي زير تعداد مراجه کنندگان به يک آزمايشگاه در ده روز را نشان ميدادهمثال: 

                  است 8مد برابر                        7   3   8   7   0   8   8   9   2   0الف) 

  است 5.5مد برابر                            5   7   4   6   0   3   6   5   2   1ب) 
    مد نداريم                                 9   7   2   7   5   9   5   4   4   2ج) 
  است. 6و  1مد برابر                                   1   6   5   7   1   4   5   1   7   5د) 

  هاي پيوسته:محاسبه مد براي داده

ها بيشتر است را به عنوان رده مد در اي که فراواني آن از ساير ردهکنيم.  ردهها را در يک جدول فراواني مرتب ميدر اين حالت داده
=   کنيم:گيريم. سپس از فرمول زير  نما را محاسبه مينظر مي   +      +   :  طول طبقه    ي بعديي مد با طبقه:   اختلاف فراواني طبقه     ي قبليي مد با طبقهاني طبقه:    اختلاف فراو    ي مد:   کران پايين طبقه      

  

دهد، براي اين جدول مد را محاسبه کنيد و و مقدار آن را تفسير جدول زير سن افراد شاغل در يک موسسه آموزشي را نشان ميمثال:
  کنيد:

  طبقات فراواني
2  5/25 -5/20  
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   =   +      +   =   . + (  −  ) ×  (  −  ) + (  −  ) 

      =   . +    =   .  

 سال دارند. 34تفسير: اکثر افراد اين موسسه سني تقريبا 

  

هاي يکسان و بيش از ساير فراواني باشد، براي هر کدام جداگانه مد را متوالي داراي فراواني هاي پيوسته نيز اگر دو ردهبراي دادهنکته: 
  گيريم.ها مجاور هم نباشند هر دو را به عنوان مد در نظر ميگيريم. در صورتي که ردهمحاسبه نموده و ميانگين مي

  را محاسبه کنيد و و مقدار آن را تفسير کنيد:دهد، براي اين جدول مد جدول زير مدت زمان مصرف برق نشان ميمثال: 

  

  =  .  + (  −  ) × ( .  −  .  )(  −  ) + (  −  ) =  .   

  

  =   .  + (  −   ) ×  . (  −   ) + (  −  ) =   .   

  

 ميانه:

  ها کوچکتر يا مساوي  آن و حداقل نيمي بزرگتر يا مساوي آن باشند.را ميانه گويند هرگاه حداقل نيمي از داده m عدد  

 
  هاي گسسته: محاسبه ميانه براي داده

,( ) کنيم. فرض کنيد ها را از کوچک به بزرگ مرتب ميابتدا داده  ( ), … ,  داده باشند.   nي شکل مرتب شده ( ) 
= ي وسط ميانه است يعني:ها فرد باشد آنگاه دادهاگر تعداد داده  (    )      

= ي وسط، ميانه است، يعني:ها زوج باشند ميانگين دو دادهاگر داده   (  )  (    )    

6  5/30 -5/25  
10  5/35 -5/30  
8  5/40 -5/35  
4  5/45 -5/40  

  طبقات  فراواني
14  55/8 -35/5  
6  75/11 -55/8  

10  95/14 -75/11  
14  15/18 -95/14  
2  35/21 -15/18  
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زير، تعداد دفعاتي که دانشجويان در مدت تحصيل خود از کتابخانه دانشگاه کتاب امانت گرفته اند را  هايهاي زير، دادهدادهمثال: 

 ها مشخص کنيد و و مقدار آنها را تفسير کنيد:دهد، مد و ميانه را براي اين دادهنشان مي
     2     7     11     4      3     4     5     8     9     12    3    1       2      2    5    2     6    2     7     2   5    2    2    1  

  
  جواب:

12     11     9    8      7    7   6      5     5     5     4    4     3    3    2   2    2    2    2    2    2     2    1     1  
=   کنيم:ها زوج است پس از فرمول زوج استفاده ميتعداد داده      +         =       +          =  (  ) +  (  ) =  +   =  .  

  
 اند.کتاب امانت گرفته 4کتاب و نيمي از دانشجويان حداقل  3نيمي از دانشجويان حداکثر 

  اند.امانت گرفته کتاب 2است يعني اکثر دانشجويان  2مقدار مد برابر 
  

دهد: مد و ميانه را بيابيد و و مقدار روز نشان مي  21صبح را در عرض  9تا  8هاي زير، تعداد مراجعين به بانک در ساعت دادهمثال: 
  آنها را تفسير کنيد:

  
  تعدادروزها  2  3  1  4  3  8

  تعداد مراجعين  9  11  15  12  10  7

  جواب:

    تعدادمراجعين    تعدادروزها  فراواني تجمعي

8  8  7  
10  2  9  
13  3  10  
16  3  11  
20  4  12  
21  1  15  
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 =  (    ) =  (  ) =    

  
  مراجعه کننده و  10نيمي از روزها حداکثر 

  مراجعه کنند داشته است. 10نيمي از روزها حداقل 
 
 
 

  هاي پيوسته:محاسبه ميانه براي داده
باشد را به    اي که فراواني تجمعي آن برابر يا بزرگتر از آوريم.  اولين ردهها، فراواني تجمعي طبقات را به دست ميبندي دادهبعد از طبقه

  کنيم:گيريم. سپس از فرمول زير ميانه را محاسبه ميعنوان رده ميانه در نظر مي

 =   +   2 −   :  طول طبقه                       :   فراواني طبقه ميانه     :    فراواني تجمعي طبقه قبل از ميانه             ي ميانهران پايين طبقه:   ک            
  دست آوريد و مقدار آن را تفسير کنيد:ساله است. ميانه را به 40جدول زير مربوط به قد جوانان مثال:

  

 =   +    −          

=    . + (  −   ) ×    =    .   

و نيمي  56/168نفر) قدي حداکثر 40نيمي از جوانان (
  دارند. 56/168قدي حداقل 

 
  چولگي:

  ميزان عدم تقارن منحني فراواني را چولگي گويند.
  

  جمع  21  

  طبقات انيفراو  فراواني تجمعي
9  9  5/159 -5/154  

27  18  5/164 -5/159  
43  16  5/169 -5/164  
68  25  5/174 -5/169  
80  12  5/179 -5/174  
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  خانواده است 200جدول زير، جدول فراواني تعدا فرزندان  مثال :

  تعداد فرزندان   0  1  2  3  4 5  6
  هاتعداد خانواده  20  30  50  40  30  20  10

  

  ها متقارن هستند يا خير.آيا داده

 5/2و ميانه برابر  2،  مد برابر 65/2ها را محاسبه کنيم: ميانگين برابر ي دادهو ميانهکافي است ميانگين، مد جواب: 
=    ها چوله به راست هستند.توان نتيجه گرفت که دادهمحاسبه شده است. با توجه به ترتيب اين مقادير مي       =  .   

 =      +          

=  (   ) +  (   ) =  +   =  .   =   
 

  

دانشجو را نشان  20جدول زير، وزن  تمرين:
  ها متقارن هستند يا خير.دهد، آيا دادهمي

تعداد        فراواني تجمعي
    هاخانواده

تعداد 
    فرزندان

20  0  20  0  
50  30  30  1  

100  100  50  2  
140  120  40  3  
170  120  30  4  
190  100  20  5  
200  60  10  6  

  جمع  200  530  
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 طبقات  فراواني           

6  300  50  6  5/51 -5/48  
10  212  53  4  5/54 -5/51  
18  448  56  8  5/57 -5/54  
20  118  59  2  5/60 -5/57  

  1078        
   =       =   .  

  =   +   .   +   =   . +  ×   +  =   .  

  =   +    −      .   =   . + (  −  ) ×   =   .  

 
   <  <        →  چولگي منفي يا چوله به چپ    

  :چندک

ها قبل از آن (کوچکتر از آن) قرار درصد داده 100p ام گويند اگر-pي را چندک مرتبه   عدد  عددي بين صفر و يک باشد، pاگر  
تر از ميانه ها کليها کوچکتر از آن باشند. چندکدرصد داده 15گويند هرگاه تقريبا  15/0ي چندک مرتبه    .  گرفته باشند. مثلا 
 باشد.همان ميانه مي  .  هستند در حقيقت 

هاي معروف:چندک

چارکها
دهکها
⎬⎪⎭صدکها

⎪⎫
  

ها درصد داده 25است يعني  p=0.25کنيم. در چارک اول ها را به چهار قسمت مساوي تقسيم ميبراي چارک، داده چارک: .1
ها کوچکتر از آن درصد داده 50است يعني  p=0. 5دهند. در چارک دوم نمايش مي   کوچکتر از آن هستند. چارک اول را با نماد 

ها کوچکتر از آن هستند. درصد داده 75است يعني  p=0.75دهند. در چارک سوم نمايش مي   اد هستند. چارک دوم را با نم
  دهند.نمايش مي   چارک سوم را با نماد 
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= يتوجه شود چارک دوم همان ميانه است، يعن     

ها کوچکتر از آن هستند و درصد داده کنيم. دهک اول يعني دهها را به ده قسمت مساوي تقسيم ميبراي دهک، داده: . دهک2
p=0.1  دهند. براي دهک دوم، سوم،...، نهم به ترتيب مقدار نمايش مي   است و با نمادp  و با نماد  9/0،...،3/0، 2/0برابر است با  ⋮  دهند.نمايش مي   ،...،   ،   

ها کوچکتر از آن هستند و کنيم. صدک اول يعني يک درصد دادهمي ها را به صد قسمت مساوي تقسيمبراي صدک، داده صدک: .3
p=0.01  دهند. براي صدک دوم، سوم تا  نود و نهم به ترتيب مقدار نمايش مي   است و با نمادp  99/0تا  03/0، 02/0برابر است با 
ها کوچکتر از آن درصد داده 78دهند يعني نمايش مي     با نماد ام را - 78مثلا صدک   دهند.نمايش مي    ،...،   ،   و با نماد 

  هستند.

  هاي گسسته:ي چندک براي دادهمحاسبه

  کنيم:ي چندک مراحل زير را طي ميي گسسته داشته باشيم. براي محاسبهداده nفرض کنيد 
  
( ) کنيم. فرض کنيد ها را از کوچک به بزرگ مرتب ميابتدا داده  .1 ≤  ( ) ≤ ⋯ ≤   ها باشد. ي دادهشکل مرتب شده ( ) 
  
  کنيم. را محاسبه مي p(n+1)مقدار   .2
  
=   دهيم و مقدار چندک برابر خواهد بود با:نمايش مي rي دوم صحيح باشد آن را با اگر مقدار به دست آمده در مرحله .3  ( ) 

دهيم، سپس نمايش مي tو مقدار اعشار آنرا با  rي دوم اعشاري باشد مقدار صحيح آنرا با در صورتي که مقدار به دست آمده در مرحله
←   کنيم: از فرمول زير مقدار چندک را محاسبه مي ← قسمت صحيح قسمت اعشار

 ( +  ) ×   

   = ( −  ). ( ) +  . (   ) 

  

  سوالي است. 20جو در يک آزمون دانش  80هاي صحيح جدول زير تعداد پاسخ :1مثال
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  تعداد پاسخ  18  12  13  11  15

  تعداد دانشجو  4  3  26  30  17

  

  دست آوريد و مقادير را تفسير کنيد.صدک هفتاد و سوم و چارک اول و دهک چهارم را به

 کنيم سپسيها را از کوچک به بزرگ مرتب ممحاسبه چندک ابتدا داده يها گسسته هستند. براداده جواب:
  مشاهدات را بايد محاسبه کنيم: يتجمع يفراوان

  

    تعداد پاسخ    تعداد دانشجو  يتجمع يفراوان

30  30  11  
33  3  12  
59  26  13  
76  17  15  
80  4  18  

=   صدک هفتاد و سوم:  .     →   ( +  ) =   ×  .  =   .       →      =    =  .      = ( −  ) ( ) +   (   ) = ( −  .  ) ×  (  ) +  .  ×  (  ) =  .  ×   +  .  ×   =    
  است. 15ها حداکثر درصد داده 75 ياست يعن 15پس صدک هفتادو سوم برابر 

  
=   چارک اول:  .     →   ( +  ) =   ×  .  =   .       →      =    =  .        = ( −  ) ( ) +   (   ) = ( −  .  ) ×  (  ) +  .  ×  (  ) =  .  ×   +  .  ×   =    

  است. 11ها حداکثر درصد داده 25 ياست يعن 11پس چارک اول برابر 
  

=   دهک چهارم:  .    →   ( +  ) =   ×  . =   .      →      =    =  .     
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  = ( −  ) ( ) +   (   ) = ( −  . ) ×  (  ) +  . ×  (  ) =  . ×   +  . ×   =    
  است. 12ها حداکثر درصد داده 40 ياست يعن 12پس دهک چهارم برابر 

  

  
  دهد:يرا نشان م يخانواده از شهر  28تعداد فرزندان  يهاداده  مثال:

3   4   2   3   5   0   3   1   0   3   2   0   1   2   4   1    0   2   3   4   3   0   3   0   1   3   1   0    
دست آورده و هر کدام از مقادير را تفسير کنيد.       ب) ، صدک يازدهم و دهک ششم را بهسومالف)  ميانگين، ميانه، مد، چارک 

  ها متقارن هستند يا چوله.رسم کنيد. آيا دادهها را داده يانمودار جعبه

ميانگين، ميانه، مد، چارک اول، صدک يازدهم و دهک ششم جدول  يمحاسبه يها گسسته هستند. براداده جواب:
                کنيم:يها را تنظيم مداده يفراوان

7  0 7  0  
12  5 5  1  
16  8 4  2  
24  24 8  3  
27  12 3  4  
28  5 1  5 

  جمع 28  54 

  ميانگين:
     =     =  .   
  فرزند دارد.2طور متوسط هر خانواده به
  

=   زوج است پس n=28ميانه:   (  )  (    ) =  (  )  (  ) =     =     
  د دارند.فررن 2خانواده) حداکثر  14ها (درصد داده 50

  
  است. 3مد برابر  مد:
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+ ) چارک اول:  ) ×  =   ×  .  =   .  →  =     ,  =  .  →   = ( −  .  ) ×  (  ) +  .  ×  (  ) =  .  ×  +  .  ×  =   

  فرزند دارند. 3خانواده ) حداکثر  7ها (درصد خانواده 75
  

+ )  صدک يازدهم:   ) ×  =   ×  .  =  .  →  =    ,  =  .  →   = ( −  .  ) ×  ( ) +  .  ×  ( ) =  .  ×  +  .  ×  =   
  ندارند. يخانواده) فرزند 3ها (تقريبا درصد خانواده 11

  
+ )  دهک ششم:   ) ×  =   ×  . =   . →  =     ,  =  . →   = ( −  . ) ×  (  ) +  . ×  (  ) =  . ×  +  . ×  =   

 فرزند دارند. 3خانواده) حدکثر  17ها (تقريبا درصد خانواده 60
  

آوريم. سپس فراواني دست ميبندي کرده و فراواني هر طبقه را بهها را طبقهابتدا داده هاي پيوسته:ي چندک براي دادهمحاسبه
ي چندک در نظر است را به عنوان رده  npاي که فراواني تجمعي آن بزرگتر يا برابر ولين ردهدست آورده و اتجمعي هر طبقه را به

=    کنيم:گيريم. سپس مقدار چندک را از فرمول زير محاسبه ميمي   +    −   : طول طبقه    چندک يطبقه ي: فراوان     چندک يبل از طبقهق يطبقه يتجمع ي: فراوان       چندک ي: کران پايين طبقه            
  

  

  ام را بيابيد.-57باشد. چارک سوم، دهک نهم و صدک دانشجو مي 40جدول زير مربوط به نمرات  :مثال

 يفراوان
  يتجمع

  طبقات  فراواني
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  ها پيوسته هستند.داده جواب:

    =   +    −          

=  چارک سوم:  .          =   ×  .  =           
   =   . + (  −   )  =   .   

  است. 16/17درصد نمرات حداکثر  75
  

=   دهک نهم:  .         =   ×  . =           
   =   . + (  −   )  =   .   

  است. 61/17درصد نمرات حدکثر  90

=  ام:-57صدک   .          =   ×  .  =   .         
   =   . + (  . −   )  =   .   

 است. 62/13درصد نمرات حدکثر  57
 

  باشديدت زمان تسکين درد بعد از مصرف دارو مجدول زير مربوط به م :مثال
  طبقات  يفراوان

4  42/16 -73/12  
15  11/20 -42/16  

6  8/23 -11/20  
8  49/27 -8/23  

12  12  5/10 -5/8  
20  8  5/12 -5/10  
25  5  5/14 -5/12  
31  6  5/16 -5/14  
40  9  5/18 -5/16  



25 
 

  دست آوريد و هر کدام از مقادير را تفسير کنيد.ميانگين، ميانه، مد، صدک بيست وچهارم و دهک هشتم را به
  طبقات  يوانفرا             جواب: 

4  3/58  575/14  4  42/16-73/12  

19  975/273  265/18  15  11/20-42/16  

25  73/131  955/21  6  8/23-11/20  

33  16/205  645/25  8  49/27-8/23  

  جمع  33    165/669  

=    ميانگين:    .     =   است. 28/20هر نفر يبه طور متوسط مدت زمان تکسين درد برا   .  
= يانه:  م   .  + (  .   )× .    =  است. 495/19از افراد حداکثر  يمدت زمان تسکين درد نيم    .  

=    مد:   .  + (    )× .  (    ) (    )) =   است. 126/19مدت زمان تسکين درد اکثر افراد    .  
×   صدک بيست وچهارم:  =   ×  .  =  .  →      =   .  + ( .  −  ) ×  .    =   .   

  است. 38/17درصد افراد حداکثر  24مدت زمان تسکين درد 
×   دهک هشتم:  =   ×  . =   . →     =   . + (  . −   ) ×  .   =   .   

  است. 14/24درصد افراد حداکثر  80مدت زمان تسکين درد 
  

اما گاهي  دهد،ها ارائه ميبا وجود اين كه در بسياري از موارد، ميانگين توصيف نسبتا كاملي از مجموعه داده معيارهاي پراکندگي:
بدين معني ميزان تغييرات آنهاست،هاي آماري، ها ضروري است. يك مفهوم مهم در ارتباط با دادهوجود اطلاعات بيشتر در مورد داده

به بررسي و محاسبه ميزان تغيرات به كنند. در اين بخش، گيريها تا چه اندازه از فردي به فرد ديگر يا شيي به شيي ديگر تغيير مياندازهكه 
ها چقدر از هم دور و چقدر به هم نزديک کنند دادهمقاديري هستند که مشخص مي عنوان معيارهاي پراکندگي خواهيم پرداخت(

دامنه صدكي،  ميانگين انحراف ها از ميانگين يا از ميانه، ميان دامنه چاركها،معيارهاي پراكندگي عبارتند از برد، هستند.). مهمترين 
 واريانس، انحراف معيار ضريب تغيرات است. 
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  Dبزرگترين داده = -کوچکترين داده . برد: 1

ها است، اما در بيشتر موارد رضايتبخش نيست. ك سري از دادهگيري اختلاف و پراكندگي در ياگرچه دامنه يك وسيله ساده براي اندازه
معرف واقعي ميزان انحراف باشد. در چنين مواردي، واريانس يك معيار هاي بسيار بزرگ يا بسيار كوچك مانع از آنند كه دامنه، داده

  رود.مورد قبول همگان به شمارمي

ي شود. هر چقدر فاصلهنمايش داده مي    کند و با گيري مياطراف ميانگين اندازهها را اين معيار ميزان پراکندگي داده. واريانس: 2
ها از ميانگين کمتر باشد مقدار ي دادهبيشتر و منحني فراواني پهنتر خواهد بود و هر چقدر فاصله   ها از ميانگين بيشتر باشد مقدار داده  د بود. تر خواهکمتر و منحني فراواني کشيده   

  کنيم:براي محاسبه واريانس مراحل زير را طي مي

  کنيم.ها را محاسبه ميه.. ابتدا ميانگين داد1

−  .. در جدول فراواني ستون 2   کنيم.را تشکيل داده در اين ستون هر مشاهده را از ميانگين کم مي ̅ 

−  ).. ستون 3   رسانيم.مقادير به دست آمده در مرحله دوم را به توان دو ميدهيم در اين ستون را تشکيل مي  (̅ 

−  ).. ستون 4   کنيم.ضرب مي   دست آمده در مرحله سوم را در دهيم. در اين ستون مقادير بهرا تشکيل مي    (̅ 

  کنيم.ها تقسيم ميست آمده را بر تعداد کل دادهددست آمده در مرحله چهارم را با هم جمع کرده و در نهايت عدد به.. مقادير به5

  توان به صورت زير نوشت:به طور خلاصه مراحل فوق را مي

  =    (  −   )    
    

  مرکز هر دسته خواهد بود.   ها پيوسته باشند اگر داده تذکر:

=   نحراف استاندارد گويند.جذر مثبت واريانس را ا . انحراف استاندارد:3     
كنيم، بدين جهت ريشه دوم مثبت آن را كه انحراف معيار يا انحراف استاندارد ميها را مربع ميبا توجه به اينكه در محاسبه واريانس داده

 بريم.گيري به كار ميبه عنوان يك معيار پراكندگي بر مبناي مقياس اندازهناميم، 

گيري ها هستند اما به واحد اندازهواريانس و انحراف استاندارد معيارهاي مناسبي براي تعيين ميزان پراکندگي داده :ضريب تغيير .4
گيري بستگي نداشته باشد. اين شاخص بستگي دارند. لذا براي مقايسه دو سري داده بايستي از شاخصي استفاده کنيم که به واحد اندازه

  ر است با  ضريب تغيير نام دارد و براب
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  =    ×     

  ها در اطراف ميانگين بيشتر است.دهد که تغييرات دادهبزرگتر باشد نشان مي Vهر چه قدر  نکته:
  جمع کنيم در ضريب تغيير هيچ تغييري ايجاد نخواهد شد. bضرب كنيم و با مقدار ثابت  aها را در عدد ثابتي مانند اگر داده نکته:

 دهد.روز نشان مي 30زير تعداد تصادفات در يک چهارراه را در مدت  هايدادهمثال: 

3  5  0  1 6  x 

7  6  4  15  4  f 

  ها را محاسبه کنيد. برد، واريانس و انحراف معيار و ضريب تغيير داده

= دامنه:  جواب:  −  = −  )  ها گسسته هستند داده     )    (  −   )  
  −                   .   − .  0 4  0    .    .   − .  15  15  1   .    .    .  21  7  3    .   .    .  30  6  5       .   3.5  24  4  6  

  جمع  36        147
            

    =     =  .  
   =      =  .   
  = √ .  =  .   
    =    ×    =  .   . ∗    =   .  

دهد، براي اين جدول برد،  واريانس و انحراف جدول زير جدول فراواني سن افراد شاغل در يک موسسه آموزشي را نشان ميمثال: 
  دست آوريد:استاندارد را به

  جواب:
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(  −   )    (  −   )    −   5/35- 5/40  10  38  380  .    .    .     5/25- 5/35  12  33  396  .    .     .     5/25- 5/30  25  28  700  . −   .      5/20- 5/25  13  23  299  . −   .     .     طبقات فراواني           
              

  =   −   =               =       =   .  
   =     .   =   .               = √  . =  .                =    ×    =  .   . ∗    =   .   
 
 

و  40000مزد روزانه کارگران   B و در کارگاه  1500و انحراف معيار  20000ميانگين مزد روزانه کارگران  Aدرکارگاه مثال: 
تومان است. مزد علي و  B ،35000تومان و مزد احمد در کارگاه  A ،25000در کارگاه   باشد. مزد عليمي 2000انحراف معيار 

 احمد را با هم مقايسه کنيد و مشخص کنيد مزد کداميک بهتر است؟

 جواب:

    =       =            =    ×    =          ×    =  .  

     =        =            =    ×    =          ×    =   

 
و  37ط داراي درجه حرارت بدن است. همين دانشجويان به طور متوس 16با واريانس   80دانشجو  50متوسط ضربان قلب مثال: 

 هستند. اين دانشجويان از لحاظ ضربان قلب به يکديگر نزديکترند يا از لحاظ درجه حرارت بدن. 4واريانس 
 

 جواب:

ضربان    =     =         =    ×    =    ×    =   
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حرارت    =     =         =    ×    =  .   

  

  احتمال-قوانين شمارش -هافصل دوم: نظريه مجموعه

  

  شويم.يوم اوليه آشنا مابتدا با چند مفه

مختلف آن را قبل از  يتوان حالت هاياست که قبل از انجام دادن آن، نتيجه آزمايش مشخص نيست اما م ي، آزمايشيآزمايش تصادف
  ازمايش تعيين کرد.

دهيم. ينمايش م Ωيا  Sنمونه را با  يممکن است اتفاق بيفتد. فضا يهايي که از انجام آزمايش تصادفلتمجموعه تمام حا نمونه: يفضا
  . S={1,2,3,4,5,6}نمونه عبارت خواهد بود با  يکنيم فضايرا پرتاب م يمثلا اگر فرض کنيد تاس

  زير توجه کنيد: يهاالتواند گسسته يا پيوسته باشد.  به مثينمونه براساس موضوع مورد مطالعه م يفضا

  نمونه را تعيين کنيد و مشخص کنيد کدام گسسته و کدام پيوسته است؟ يهر از موارد زير فضا يبرا: 1مثال

=   جواب:                        الف) جنسيت دانشجويان      گسسته {پسر دختر،}

=   جواب:              يشهرسال به بالا  20ب)  قد افراد   پيوسته   [   ,   ]

=   جواب:             ج) نظر دانشجويان راجع به امکانات دانشگاه       گسسته  {معمولي، خوب، ضعيف}

=   جواب:ساخت يک کارخانه       يد) طول عمر وسايل الکتريک       پيوسته      (∞, ]

=   جواب:         يمسابقه واليبال تيم مل ي) نتيجه بازه  گسسته  {برد تيم   ، برد تيم  }

=   جواب:افراد    ي) گروه خونو  گسسته  { , ,  , }

=   جواب:يک فرد بالغ     يپوسيده يها) تعداد دندانز { , , , … .  گسسته  {  ,
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  شود.ينمونه را پيشامد گويند و با حروف بزرگ لاتين نمايش داده م يهر زيرمجموعه از فضا پيشامد:

جه آزمايش داخل پيشامد قرار ياست و اگر نتشامد مورد نظر رخ دادهياگر نتيجه آزمايش داخل پيشامد قرار گيرد پ شامد:يادن پرخ د
  شامد رخ نداده است.ينگيرد پ

  نمايش دهيم.مطلوبست: Nو عدم برخورد را با  Yکند. اگر برخورد تير به هدف را با يشليک م يدوبار به هدف يتيرانداز :2مثال
  نمونه را بنويسيد.  يالف) فضا 

  بار به هدف بزند.  1که حداکثر ب) پيشامد اين
  که حداقل يک بار به هدف بزند.ج) پيشامد اين

بخورد  ينخورد دوم ي)، ممکن است اولYNنخورد ( يبه هدف بخورد  و دوم ي:  الف) ممکن است اولجواب
)NY) ممکن است هر دو به هدف بخورد ،(YY هيج کدام به هدف نخورد () ممکن استNNنمونه به  ي). پس فضا

  صورت

S={YN,NY,YY,NN}  

=   نويسيم: ييک بار و کمتر، پس ابتدا پيشامد مورد نظر را م يبار يعن 1ب) حداکثر  {  ,  ,  } 
  

=   نمونه عبارتست از ييک بار و بيشتر پس فضا يج) حداقل يک بار يعن {  ,  ,  } 

  
  کنيم، مطلوبستيرا يک بار به هوا پرتاب م يتاس :3مثال

که اين که عدد مشاهده شده زوج باشد.      ج) پيشامد اين 2نمونه     ب) پيشامد اين که عدد مشاهده شده بزرگتر از  يالف) تعيين فضا
  باشد

= الف)         جواب: = ب)       { , , , , , } = ج)      { , , , } { , , }      

  
  ). مطلوبست Bو پسر:   Gفرزند دارد (دختر:  3دانيم يايم و فقط مانتخاب کرده يطور تصادفرا به ياخانواده :4مثال 

=  نمونه       يالف) فضا {   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   } 
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=  ب) پيشامد اين که حداکثر دو دختر داشته باشد.     {   ,   ,   ,   ,   ,   ,   } 

=  که دقيقا دو پسر داشته باشد.     ج) پيشامد اين {   ,   ,   } 

 جنس باشند.     هم هر سه نکهيد) پيشامد ا

   = {   ,   } 

=   ن که فرزندان يک درميان پسر و دختر باشند.يه) پيشامد ا {   ,   }                  
 

  کنيم. مطلوبست:يرا دوبار پرتاب م يتاس :5مثال
=   نمونه     يالف) تعيين فضا {( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , )} 

=  باشد.    5ب) پيشامد اين که شماره تاس اول  {( , )( , )( , )( , )( , )( , )} 
=  باشد.  4حداکثر تاس  يهاکه مجموع شمارهج) پيشامد اين {( , )( , )( , )( , )( , )( , )} 

=     پذير باشد. بخش 3) پيشامد اين که شماره تاس دوم بر د {( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )} 
  

  پيشامدها: ياعمال رو
∪ اجتماع دو پيشامد  را داخل يک مجموعه نوشت و مقادير  B و  A يضاد تمام اعياين مجموعه با ينوشتن اعضا يبرا :  

∪ سمت راست باشد آنگاه  يرهيدا Bشامد يسمت چپ و پ يرهيدا Aشامد يشوند. اگر پييک بار نوشته م يتکرار  يکل دو دايره  
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قط يکبار درنظر گرفته اشتراک دارند اما اين نقاط مشترک ف ينقطه Bو   A) واضح است که 1زير خواهند بود. توجه کنيد در شکل (
  شوند.يم

  
  )1شکل(

ش در قسمت يآزما يدهد. اگر نتيجهيرخ نم B يدهد وليرخ م Aشامد يرنگ قرار گيرد پ يش در قسمت آبياگر نتيجه آزما: 1نکته
هر دو همزمان  Bو  Aش در قسمت سبز رنگ قرار گيرد يدهد. اگر نتيجه آزمايرخ نم A يدهد وليرخ م Bشامد يزرد رنگ قرار گيرد پ

∪ توان گفت  پيشامد يطور خلاصه مدهند. پس بهيرخ م   .دهندرخ  B  يا Aشامد ياز دو پ يحداقل يکدهد که يرخ م يزمان  

∩ شامدياشتراک دو پ ∩ ) قسمت سبز رنگ 1شود (فقط يک بار). در شکل (يفقط نقاط مشترک دو مجموعه نوشته م :    
∩ پيشامد  است. لذا   هر دو همزمان رخ دهند. يعنيدهد که تنيجه آزمايش در قسمت سبز رنگ باشد يرخ م يزمان  

  هيچ گاه همزمان رخ نخواهند داد. Bو  Aبه صورت زير باشند آنگاه  Bو   Aکه  يدر صورت: 2نکته

  
  )2شکل(

⊇ اگر : 3نکته A  نشان داده شده است. در اين صورت )3است و در شکل ( A يزيرمجموعه Bشامد ياست که پ يبه اين معن   ∪ B = A   و ∩  =    

B A 

S 

S 

B A 
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   )3شکل (

باقيمانده، متمم  يرا برداريم. اعضا A يمجموعه Sنمونه  يفضا يد از رويشامد باياين پ ينوشتن اعضا يبرا :  شامديک پيمتمم 
ش در قسمت يافتد که نتيجه آزماياتفاق م    يقسمت زرد رنگ است. زمان Aشامد ي) متمم پ4آيد. در شکل (يدست مبه A  شامديپ

  رخ ندهد. Aشامد يپ ييعنزرد رنگ باشد 

       
  )4شکل (

− شامديتفاضل دو پ ، به عبارت ديگر داريميرا برم  Bپيشامد  ياعضا Aشامد يپ يد از روياين مجموعه با ينوشتن اعضا يبرا : 
− باقيمانده برابر است با  يداريم اعضايرمب A يمجموعه يرا از رو Bو  Aمشترک  ياعضا −   :ييعن ي، به صورت رياض   =  −  ∩   

−  ياست ول Aسمت چپ پيشامد  يرهي)  دا1توجه کنيد در شکل ( شامد رخ ياين پ يرنگ خواهد بود و زمان يفقط قسمت آب  
− طور تفسير کرد که توان اين يرنگ باشد. بنابرين م يش در قسمت آبيآزما يدهد که نتيجهيم   Aفقط دهد که يرخ م يزمان  

− به همين ترتيب  .اتفاق بيفتد −  ييعن)  قسمت زرد رنگ است، 1رخ دهد و در شکل ( Bشامد يفقط پاست که  يبه اين معن    =  −  ∩  .  

− ) آنگاه پيشامد 2نداشته باشند (شکل  يشامد نقطه مشترکياگر دو پ: 4نکته − شامد يپ و Aهمان       خواهد بود.   B همان   

  ر را استفاده کرد:ياز دو روش ز يکيشامد بايد ياين پ ينوشتن اعضا يبرا:  ∆ شامديتفاضل متقارن دو پ
∪ شامد يپ يالف) از رو = ∆  داريم:ير مشترک را بر ميمقاد     ( ∪  )− ( ∩  ) 

− ب) اجتماع دو پيشامد  − و    = ∆   گيريم:يرا در نظر م   ( −  ) ∪ ( −  ) 

B 

A S 

S 

A 
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رنگ،  يهم قسمت زرد رنگ است، هم قسمت آب  ∆ ) 1در شکل (از دو پيشامد رخ دهد.  يفقط يکاين پيشامد اين است که  يمعن 

 شود.يشامل قسمت سبز رنگ نم يول

گاه همزمان رخ چيشامد ناسازگار هين دو پيارا ناسازگار گويند اگر اشتراک نداشته باشند. بنابر Bو  Aدو پشامد  ناسازگار: يشامدهايپ
  )2دهند.(شکلينم

  نمونه به صورت يفرض کنيد فضا  :6مثال
   = {1,2,3,4,5,6,7,8,910,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}،  
 A شامد عدد زوج، يپB شامد عدد فرد، يپC 10شامد عدد  کمتر از يپ ،D باشند. مطلوبست:  3شامد مضرب يپ  

  را بنويسيد: Dو  A ،B ،C  شامديپ يالف اعضا
∩   ن کنيد.ييزير را تع يشامدهايپ يب) اعضا         ∪               −        −         ∆  
=   الف)   جواب: { , , , ,  ,  ,  ,  ,  ,  }        = { , , , , ,  ,  ,  ,  ,  }  = { , , , , , , , , }  = { , , ,  ,  ,  } 

∩   ب)   = { , , , }  ∪  = { , , , , , , , , }   =  − = { , , , , , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  }  − =  = { , , , ,  ,  ,  ,  ,  ,  }   − = { , , , , , }  ∆ = ( ∪ )− ( ∩ )  ∪ = { , , , , , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  }          ∩ = { ,  ,  } →  ∆ = { , , , , , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  }− { ,  ,  }= { , , , , ,  ,  ,  ,  ,  } 
  

 Cشامد ي، پ7شامد جمع اعداد برابر يپ Bدر پرتاب اول،  6عدد  يپيشامد مشاهده Aکنيم. يرا دو بار پرتاب م يفرض کنيد تاس: 1تمرين
  مشاهده عدد زوج در هر دو پرتاب باشند. مطلوبست

  را بنويسيد. A ،B ،C  شامديپ يالف اعضا
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∩   ن کنيد.ييزير را تع يشامدهايپ يب) اعضا         ∪               −        ∆  
  ناسازگارند.  Cو  A ،Bشامد ييک از رو پج) کدام

 

  کنيم مطلوبست تعيين:ابتدا يک تاس را پرتاب کرده و سپس دوبار سکه را پرتاب مي :2تمرين
  فضاي نمونه   الف)

 )Aکه در اين آزمايش حداقل يک بار شير مشاهده شود (پيشامد اين ب)

 )Bپذيرباشد(بخش 3دد مشاهده شده بر که در اين آزمايش عپيشامد اين ج)

  پيشامدهاي زير را تعيين کنيد: د)
   ∪         ∩                −         ∆   
  

ها را مشخص است تعداد آن يپيشامدها را بنويسيم فقط کاف ينمونه يا اعضا يفضا يمواقع لازم نيست اعضا يبعض قوانين شمارش:
  شويد.ياز قوانين شمارش آشنا م يدکنيم. د رادامه با تعدا

طريق انجام پذيرند.  nبه  Bطريق و عمل  mبه  Aانجام داد، اگر عمل  Bيا  Aفرض کنيد يک کار را بتوان با دو عمل  . اصل جمع:1
  طريق انجام پذير است. m+nآنگاه اين کار به 

طريق انجام پذيرند.  nبه  Bطريق و عمل  mبه  Aاگر عمل  انجام داد، B و Aفرض کنيد يک کار را بتوان با دو عمل   . اصل ضرب:2
  طريق انجام پذير است. m×nآنگاه اين کار به 

مختلف کنار يکديگر قرار دهيم. هر  يتوان به صورت هايرا متوانيم اين اشياء يئ متمايز داشته باشيم ميش nاگر  جايگشت:  .3
!   برابر: آرايش اين اشياء را يک جايگشت گوييم و مقدار آن =  × ( −  ) × ( −  ) × … ×  ×   

  ئ را کنار همديگر قرار دهيم آنگاه:يش rئ متمايز بخواهيم يش nاگر از بين  :5نکته

=   باشد، تعداد حالات برابر است با:       نالف) ترتيب:  اگر تکرار اشياء مجاز   (ترتيب)    !(   )! 

       تعداد حالات برابر است با:    باشد، ب) اگر تکرار اشياء مجاز 

+  ام باشند به طوريکه - kاز نوع    تا از نوع دوم و ......    تا از نوع اول،    ء که يش nاگر  :6نکته   + ⋯  =   آنگاه  
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!  !  !   راب خواهيم کنار هم قرار دهيم تعداد حالات ممکن است برابر است با: …  ! 
ء را انتخاب کنيم به طوريکه ترتيب انتخاب مهم نيست آنگاه تعداد حالات برابر است يش rخواهيم يمئ متمايز يش nاز بين  . ترکيب:4

 با:     

   =     =  ! !  × ( −  )! 
  مديريت، يک دانشجو انتخاب کرد. يدانشجو 5و  يحسابدار يدانشجو 4توان از بين يبه چند طريق م :7مثال

  جواب:

=   يک دانشجوي حسابداري      يا     يک دانشجوي مديريت  +  =   

  رد و يک زن انتخاب کرد.توان دو نماينده شامل يک ميريق مزن است. به چند ط 4مرد و  5شامل  يگروه :8مثال

  جواب:

يک زن و يک مرد =  ×  =    

  توان ساخت به طوريکه:يم يرقم 3چند عدد   4  3  2  1با راقام   :9مثال
?                           جواب:     الف) تکرار ارقام مجاز باشد.  ?  =   ×   ×   =                   
?                           جواب:      ب) تکرار ارقام محاز نباشد.  ?  =   ×   ×   =     

?                           جواب:ج) عدد زوج باشد و  تکرار ارقام مجاز نباشد.             ?  =   ×   × = عدد   يا       

?                           جواب:ج) عدد فرد باشد و  تکرار ارقام مجاز باشد.           ?  =   ×   × = عدد   يا        

تشکيل دهيم به طوريکه  يدو نفرليسانس اقتصاد يک گروه  5ليسانس مديريت و  3، يليسانس حسابدار 4از بين خواهيم يم :10مثال
  مختلف در آن باشند، به چند طريق اين عمل امکانپذير است. يهاتخصص

تصاداق  يا  اقتصاد يا مديريت   يا  حسابداري يا مديريت    جواب: = حسابداري يا  ( ×  ) + ( ×  ) + ( ×  ) =    
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مديريت را کنار يکديگر قرار داد به  يدانشجو 3و  يرياض يدانشجو 4، يحسابدار يدانشجو 2توان يبه چد طريق م :11مثال
  قرار گرفتن دانشجويان نباشد. يبرا يالف) هيچ شرط  طوريکه:

  ! جواب:                                  
  جواب: ) دانشجويان هم رشته کنار هم باشند. ب
  
   ! ×  ! ×  ! ×  ! 
  

!             جواب: ج) دانشجويان مديريت کنار هم باشند. ×  !  
!                     جواب: و مديريت يک در ميان کنار هم باشند. يد) دانشجويان حسابدار ×  ! ×  !  

  

ريکه نفر اول به عنوان رئيس، نفر وط هنفر را به ترتيب اننتخاب کنيم. ب 3ه در يک جلسه، شرکت کنند 15خواهيم از بين يم :12مثال
  دوم به عنوان معاون و نفر سوم به عنوان سخنگو باشد. به چند طريق اين کار امکان دارد.

       جواب:

    =   !(  −  )! =   ×   ×    

  کلمه چند COMPUTERباحروف کلمه   :13مثال
  !        جواب:     توان ساختيبدون تکرار م يحرف 8الف)  

=         جواب:    توان ساختيبدون تکرار م يحرف 5ب)   !(   )! =  ×  ×  ×  ×  ×    
         جواب:    توان ساختيکلمه با تکرار حرف م 5ج) 

  توان ساخت به طوريکه:يم يچند کلمه سه حرف يبا حروف کلمه فردوس  :14مثال
         جواب:     الف) تکرار حروف مجاز باشد
=       جواب:    ب) تکرار حروف مجاز نباشد  !( −  )! =  ×  ×  =    

  جواب:     ج) تکرار حروف مجاز نباشد و حرف اول نقطه دار باشد.
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  ×   ×   =    
×    جواب:    رف آخر نقطه دار باشد.باشد و حد) تکرار حروف مجاز ن   ×   =    

×    ه) تکرار حروف مجاز نباشد و حرف وسط "س" باشد.   ×   =    

      

  توان ساخت؟ يم يچند کلمه ده حرف STATISTICSبا حروف کلمه  :15مثال

!  !  !   جواب: …  ! =   ! ! ×  ! ×  ! =   ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×  ! ! ×  ×  ×  ×  ×  =       

  همواره کنار هم باشند.  Iتوان ساخت به طوريکه دو حرف يم يحرف 10چند کلمه  يدر مثال قبل :16مثال
! !   جواب: ×  ! = 

  شروع و خاتمه يابد. Sتوان ساخت به طوريکه با حرف يم يحرف 10چند کلمه 

! !   جواب: ×  ! = 

ند طريق ر يک قفسه کنار هم قرار دهيم به چرا د يکتاب حسابدار 4و  1کتاب آمار  5، 1يعموم يکتاب رياض 3خواهيم يم :17مثال
  پذير است.اين کار امکان

!  !  !   جواب: …  ! =   ! ! ×  ! ×  ! =   ×   ×   ×  ×  ×  ×  ×  ! ×  ×  ×  ! ×  ×  ×  ×  =       

جويا  يت توليدرا انتخاب کنيم و نظر آنها را راجع به کيفيت محصولا يمشتر 3شرکت،  يک يمشتر 10قرار است از بين  :18مثال
  را انتخاب کرد؟ يمشتر 3توان اين يند طريق مشويم. به چ



39 
 

  جواب:

   =     =  ! !  × ( −  )!      =   ! ! ×  ! =   ×  ×  ×  ! ! ×  ×  ×  =     

 2سرکارگر مونتاژ و  4انتخاب کنيم که شامل  ي، گروهيبندسرکارگر دسته 4سرکارگر مونتاژ،  7خواهيم از بين يم :19مثال
  انتخاب کنيم. به چند طرق اين کار امکان پذير است. يسرکارگر دسته بند

  جواب:

=   سرکارگر دسته بندي   و    سرکارگر مونتاژ     ×     =  ! ! ×  ! ×  ! ! ×  !=  ×  ×  ×  ! ! ×  ×  ×  ×  ×  ×  ! ! ×  ×  =   ×  =     

  

  تشکيل داد به طوريکه: ينفر 5زن يک گروه  12مرد و  7توان از بين يبه چند طريق م :مثال
=             الف) اين گروه فقط شامل مردان باشد.    

=       ب) اين گروه فقط شامل زنان باشد.     
×         زن باشد. 2مرد و  3ج) اين گروه شامل       =   ×   =      

  زن باشد. 3د) اين گروه شامل حداقل 

=  زن يا   زن يا   زن      ×     +      ×     +      =    ×   +    ×  +    =      

 توان ساخت به طوريکه:يم يچند عدد چهار رقم 5   4   3   2   1   0با ارقام   :14مثال

          الف) تکرار ارقام مجاز باشد. 
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  ×   ×   ×   =      

×    از نباشد.ج) تکرار ارقام مب   ×   ×   =     

×    ج) عدد فرد و  تکرار ارقام مجاز نباشد.       ×   × =  يا   يا         

×   .مجاز نباشد) عدد زوج و تکرار ارقام د   ×   ×    =      ×   ×   × =  يا        

  +   =     

توان شماره کرد را تعيين يماره غير صفر و يک حرف تشکيل شده است تعداد اتومبيل هايي که مش 5پلاک اتومبيل ها از  :15مثال 
×    کنيد.   ×    ×   ×   ×   =         

دارد را به کار  مانند اغلب، شايد، احتمال يروزانه اصطلاحات و عبارات يبيشتر مردم بدون اطلاع از علم احتمالات در گفتگو احتمال:
زمستان هوا  يگوييم "احتمال دارد فردا دوستم را ملاقات کنم"، " شايد فردا به مسافرت بروم"، "اغلب روزهايبرند. به عنوان مثال ميم

کنيد  بيان کنيم. مثلا فرض يخواهيم اين جملات را به صورت عدديشود".  ما ميشطرنج پيروز م ياست" ، " محمد احتمالا در باز يابر
اين  يقبل يمسابقه 30، يعدد يبينپيش يبازد. برايبرد يا ميخود را م يآينده يکنيم که يک تيم فوتبال مسابقه يبينخواهيم پيشيم

بقه توان گفت اين تيم مسايبار بازنده شده باشد. بنابراين م 9کرده و  يبار مساو 5بار برده،   16کنيم  اگر اين تيم  يم يتيم را بررس
=    ) 53/0خود را با احتمال  يبعد )17/0برد، با احتمال يم (0.53    = ) 3/0کند و با احتمال يم يمساو (0.17    = 0.3) 

  بازد. يم
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  کند:يکه در سه اصل زير صدق م [0,1]نمونه به داخل  ياز فضا ياحتمال تابع

1.  ( ) =   

2.  ≤  ( ) ≤    

,  ,  اگر  .3 +  )  دو به دو ناسازگار باشند آنگاه يدهاپيشام ,…   + ⋯ ) =  (  ) +  (  ) + ⋯ 
  :ينمونه متناه يفضا يمدل احتمال رو

= نمونه به صورت  يفرض فضا {  ,   , … , ,  ,   ينمونه وزن ها يفضا ياگر به هر يک از اعضاباشد.  {   … ,   
  طوريکه  نسبت دهيم به

 ≤   ≤            و        
   =   

        ……                          ……                    شود:يدر اين صورت به آن مدل احتمال گويند و به صورت زير نمايش داده م 
=   شدبه صورت زيربا Aو در اين صورت اگر پيشامد  {   ,    , … ,    } 

( )   آنگاه احتمال آن برابر است با  =    +    + ⋯+     

  ها مشخص شده است:، نتايج زير در مورد تعداد فرزندان خانواده يا استفاده از سرشمارب :20مثال

  تعداد فرزندان  0  1  2  3  4  و بيشتر 5
  احتمال  05/0  1/0  35/0  25/0  15/0  1/0

  کنيم، مطلوبست احتمال اينکهيانتخاب م يادفبه طور تص يخانواده ا

+  .   .   فرزند داشته باشد 2الف) حداکثر   . +  .  =  .  
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+  .   .     فرزند داشته باشد 4تا  2ب)    .  +  .  =  .   

  .   فرزند داشته باشد. 4ج) بيشتر از 

  دهد يروز نشان م 50ه را در مدت تصادفات در يم جهاررا يفراوان جدول زير مثال:

  تعداد روزها  5  10  15  12  8
  تعداد تصادفات  1يا  0  2  3  4  يا بيشتر 5

  احتمال اين که در يک روز خاص

  .      تصادف رخ دهد 3حداقل الف) 

         تصادف رخ دهد. 4ب) فقط 

  تصادف رخ دهد. 3ج) کمتر از 

=     تعداد تصادفات  1  2  3  4   5  .       =  .       =  .      =  .     =   احتمال  . 

   . +  .  +  .  =  .   .    . +  . =  .  

ال اينکه عدد مشاهده شده شده است که احتمال مشاهده عد زوج دو برابر عدد فرد است. احتم يطراح ييک تاس به گونه ا مثال:
  باشد را بيابيد. 3 يبزرگتر يا مساو

({ })   هر عدد ندارد لذا بايد احتمال عدد را محاسبه کنيم. ياين تاس به دليل ناسالم بودن، احتمالات يکسان برا =  ({ }) =  ({ }) ∝    ({ }) =  ({ }) =  ({ }) ∝  ×  
 

  :کل فضا برابر يک است پس يهميشه جمع رو
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 +   + +   + +   =    →     =     →  =    
  ({ }) =           ({ }) =            ({ }) =      ({ }) =            ({ }) =             ({ }) =    
  ( ) =   =    

  Bپيشامد عدد زوج،  Aاي متناسب با عدد مشاهده شده است. فرض کنيد هر شماره که احتمال آمدنتاسي ناسالم بوده به طوري مثال:
  باشد. مطلوبست:  3پذير برپيشامد عدد بخش Cپيشامد عدد اول و 

هر عدد ندارد لذا بايد  ياين تاس به دليل ناسالم بودن، احتمالات يکسان برا.. احتمال مشاهده هر عدد را بيابيد. الف
({ })   حاسبه کنيم.احتمال عدد را م ∝     →    ({ }) =    ({ }) ∝     →    ({ }) =     ({ }) ∝    →    ({ }) =     ( ) ∝     →    ({ }) =     ({ }) ∝     →    ({ }) =     ({ }) ∝    →    ({ }) =    
+   کل فضا برابر يک است پس: يهميشه جمع رو   +   +   +   +   =    →      =     →  =     

  ({ }) =            ({ }) =             ({ }) =       ({ }) =             ({ }) =              ({ }) =     
 
 .. احتمال هر پيشامدرا بيابيد.ب

 ( ) =    +    +    =      

 ( ) =    +    +    =      

 ( ) =    +    =     
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= نمونه  يفضا ياگر هر يک از اعضا مدل احتمال يکنواخت: {  ,   , … ,            ……                            ……                ياحتمالات يکسان باشند يعن يدارا {  

  آنگاه اين مدل را مدل احتمال يکنواخت گويند و احتمال رخ دادن يک پيشامد در اين مدل برابر است با

 ( ) = تعداد اعضاي پيشامد  
تعداد اعضاي فضاي نمونه

 

کنيم. مطلوبست ييک نفر را انتخاب م ير کاملا تصادفاين افراد به طو دختر حضور دارند. از بين 14پسر و  6در يک کلاس  :13مثال
  پسر باشد. يدختر باشد.    ب) فرد انتخاب يکه الف)  فرد انتخاباحتمال اين

  جواب:

=    الف)    =   ب)                  .   .   

انتخاب  يدرون اين کيسه يک مهره به طور تصادف مهره سبز وجود دارد. از 9مهره سياه و  12مهره سفيد،  5در يک کيسه : 14مثال
  سياه باشد. يانتخاب يسفيد باشد.     ج) مهره يانتخاب يسبز باشد.    ب) مهره يانتخاب يکه الف)  مهرهکنيم. مطلوبست احتمال اينيم

=       (الف =    (ب          .  =     (ج         .   .   

  کنيم.يهمزمان خارج م يسياه، دو گو يگو 3سفيد و  يگو 4قرمز،  يگو 5 يمحتو يدر ظرف ال:مث
  .    قرمز باشد  يسياه و يک ياحتمال اينکه يکالف) 

  احتمال اينکه هر دو همرنگ باشند.ب) 

×     (الف          =     ! ! ×   ! =     ×   ×   ! ×  ×   ! =     =  .   

+      (ب     +          =  ! ! ! +  ! ! ! +  ! ! !  =     =  .   

  کنيم. مطلوبست:يبار پرتاب م سهرا  يفرض کنيد سکه ا  :15مثال
   الف) احتمال اينکه دو خط مشاهده شود.
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   ه دقيقا يک شير مشاهده شود.ب) احتمال اينک

=   ج) احتمال اينکه هر سه پرتاب مثل هم باشند. {   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   } 

    (ج           (ب           (الف

  کرده اند، مطلوبست: يبليط خريدار 8يک تئاتر  يزوج برا 4 : 16مثال
  ينکه زوج ها کنار هم بنشينند.الف) احتمال ا

  ب) احتمال اين که مردها کنار هم، زن ها کنار هم بنشينند.

  

  ! ! ! ! ! ! =  ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×   ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×  =  .     

   ! ! ! ! =  .    

  د در يک صف کنار هم قرار گيرند.خواهنيم يو چهار اصفهان ي، دو تهرانيسه شيراز:12تمرين 
  در دو سر صف باشند. يالف) احتمال اينکه دو تهران

  ها کنار هم باشند. يب) احتمال اينکه همشهر
  ها يک درميان کنار هم باشند. يها و اصفهان يج) احتمال اينکه شيراز

  

   ! ! ! =  .   

   ! ! ! ! =  .     

دومزوج  زوج اول سومزوج   چھارمزوج    

 زن ھا مردھا

ياصفھاني و شیراز تھراني  تھراني 

 شیرازي اصفھاني تھراني
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 ! ! ! ! =  .     

زان اضطراب) به يحالت پيوسته( به عنوان مثال: قد، وزن، معدل، م يبرا مقدار احتمال: نمونه پيوسته يفضا ياحتمال رو دلم
  آيد:يدست مصورت زير به

 ( ) = طول فاصله  طول فاصله  
مساحت ناحيه  مساحت ناحيه    )

) 

افراد در يک شهر بزرگ صورت گرفته است و مشخص شده است که ميزان  يميزان شاد يينهدر زم ياگسترده ييک مطالعه :17مثال
  کنيم. مطلوبستياز افراد شهر انتخاب م يرا به طور تصادف ي. فرد210تا  80است بين  يافراد عدد يشاد

−    باشد.       115تا  95اين فرد بين  يزان شاديکه مالف) احتمال اين      −   =  .   

−    باشد. 180اين فرد حداکثر  يزان شاديکه مب)   احتمال اين      =       =  .   
−    باشد.      160اين فرد حداقل  يزان شاديکه مج) احتمال اين       =  .   

 .مواره برابر صفر است : توجه کنيد در حالت پيوسته احتمال در يک نقطه خاص ه7نکته

=      باشد. 160اين فرد دقيقا  يزان شاديکه مد) احتمال اين   

 قوانين احتمال:
( ) هميشه صفر است.      ياحتمال ته. 1 = 0 

∪ )   شود:ياز دو پيشامد رخ دهند از فرمول روبرو محاسبه م ياحتمال اين که حداقل يک. 2  ) =  ( ) +  ( )−  ( ∩  ) 
(  ) آيد:   يمقابل به دست م يشامد از رابطهياحتمال متمم يک پ. 3 = 1−  ( ) 

− )   احتمال تفاصل دو پيشامد به صورت. 4  ) =  ( )−  ( ∩  ) 
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 ( −  ) =  ( )−  ( ∩  ) 
  

( ∆ )   احتمال تفاضل متقارن از .4 =  ( ∪  )−  ( ∩  ) 
( ∆ )  يا =  ( −  ) +  ( −  ) 
( ∆ )  يا =  ( ) +  ( )− 2 ×  ( ∩  ). 

دست آوريد. ب) در را به ( ∆ ) ناسازگار باشند مقدار  Bو  Aالف) در حالت خاص اگر در حالت خاص اگر اگر  :14تمرين 
⊇ حالت خاص اگر   دست آوريد.را به ( ∆ ) مقدار   

 م.ينزيکاربرد اين قوانين احتمال م يهايي برادر ادامه مثال

کنيم.مطلوبست يانتخاب م يرا به طور تصادف يفرد شده است ينفر مورد بررس 135جدول زير اضطراب و تحصيلات : 18مثال
  نکهياحتمال ا

 
  اضطراب  کم  متوسط اديز

  يمدرک تحصيل

  ديپلم   5  3  25

  سانسيل  7  9  30

  سانسيلفوق  11  8  2

  يدکتر  12  5  18

       الف) فوق ليسانس باشد.     

       زان اضطراب اين فرد کم باشد.     يب) م

 سانس باشد هم اضطراب زياد داشته باشد.يج) هم ل
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 نباشد.                   يد) دکتر

 −      =        

+      زان اضطرابش زياد باشد.     يپلم باشد يا ميه) د      −       

+      و) فقط فوق ليسانس باشد يا فقط اضطراب متوسط داشته باشد.      −  ×     =       

و احتمال  24/0آورد  ، احتمال اينکه تاييد کارايي را به دست16/0را به دست آورد  يجديد تاييد طراح ياحتمال اينکه هواپيما  مثال:
:   .توليد شده باشد چقدر احتمال دارد ياست. اگر هواپيمايي به تازگ 1/0که تاييد هر  دو را کسب کند ايت تاييديه طراحي →  ( ) =  .    : تاييديه کارايي →  ( ) =  .    ∩  : تاييديه  هردو →  ( ∩  ) =  .  

∪ )      از دو تاييديه را کسب کند. يالف) حداقل يک  ) =  ( ) +  ( )−  ( ∩  ) =  .  +  .  −  . =  .  
− )   . را کسب کند يب) فقط تاييديه طراح  ) =  ( )−  ( ∩  ) =  .  −  . =  .   

∩   ج) هيج کدام از دو تاييديه را کسب نکند.   = ( ∪  )  
  (  ∩   ) =  [( ∪  ) ] =  −  ( ∪  ) =  −  . =  .  

   کنند. يم يدانشجويان آن دانشگاه خارج از خوابگاه دانشجويي زندگ   واقع شده است. ها از استان يدر يک يدانشگاه ثال:م
کنند. احتمال اينکه يم يدانشجويان يا اهل آن استان نيستند يا در خوابگاه دانشجويي زندگ   دانشجويان اهل آن استان هستند. و 

  کند چقدر است. ياز اين دانشاه انتخاب شده اهل آن استان نباشد و در خوابگاه زندگ يرت تصادفدانشج.يي که صو
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و  7/0 پذيرفته شود Aزند احتمال اين که در شرکت فردي در آگهي استخدام دو شرکت ثبت نام کرده است. او حدس مي مثال.
است. چقدر احتمال دارد که  اين  25/0در هر دو پذيرفته شود که است و احتمال اين 4/0 پذيرفته شود Bکه در شرکت احتمال اين

( ∪ )  شخص حداقل در يکي از اين دو شرکت پذيرفته شود؟ =  ( ) +  ( )−  ( ∩ ) =  . +  . −  .  =  .   
  

  اتفاق افتاده است. Aد که ميدانيم پيشام يرا بيابيم در صورتBمانند  يخواهيم احتمال پيشامديدر اين قسمت م :ياحتمال شرط

به صورت زير به دست  Bت، احتمال پيشامد رخ داده اس Aدو پيشامد باشند و با اين شرط که بدانيم پيشامد  Bو  Aاگر  :3تعريف
 آيد:يم

 ( | ) =  ( ∩  ) ( )      ; ( ) ≠ 0 

س باشد چقدر احتمال دارد که ميزان اضطراب آن متوسط مدرک ليسان يدارا يدر مثال مربوط به ميزان اضطراب، اگر فرد انتخاب مثال:
  باشد.

درصد از هر دو درس مردود شده اند.  10درصد از درس فيزيک و  15درصد از درس رياضي،  25از دانشجويان سال اول دانشکده اي 
  کنيم، مطلوبست احتمال اين که:دانشجويي را به تصادف انتخاب مي

Aي:  مردود در درس رياض  
Bمردود در هر دو درس ∩   دود در درس فيزيک: مر :  

(   )   ) اگر از درس فيزيک مردود شده است از درس رياضي نيز مردود شده باشد.الف =  ( ∩ ) ( ) =  .  .  =  .   

 ) اگر از درس رياضي مردود شده است، از درس فيزيک نيز مردود شده باشد.ب

 (   ) =  ( ∩ ) ( ) =  .  .  =  .  

  

کنيم. اگر بدانيم مجموع دو کارت يتخاب منا همزمان کارت به تصادف 2، 9تا  1 يکارت به شماره ها 9 يمحتو يااز جعبه مثال:
=  زوج است چقدر احتمال دارد که هر دو عدد فرد باشند. {( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , ) 
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           ( , )( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , ) ( , )( , ) ( , )}  = {( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , ) ( , )( , )( , ) ( , )( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )}  = {( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , ) ( , )( , ) ( , )}  ∩ = {( , )( , )( , )( , ) ( , )( , )( , ) ( , )( , )  ( , )} 

 (   ) =  ( ∩ ) ( ) =         =  .   .  =  .   

 دهد:جدول زير تعداد دانشجويان سال اول دو رشته حسابداري و مديريت را بر حسب جنسيت نشان مي
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  کنيم. مطلوبست:يک دانشجو به طور تصادفي از بين اين دانشجويان انتخاب مي
        چقدر احتمال دارد که دختر باشد     الف)

       چقدر احتمال دارد که پسر و در رسته مديريت باشد.  ب)
       در احتمال دارد دختر باشد. اگر اين دانشجو را از بين دانشجويان مديريت انتخاب کنيم چق ج)
     اگر اين دانشجو را از بين پسران انتخاب کنيم چقدر احتمال دارد در رشته حسابداري تحصيل کند.  د)

 

∩ )   دو پيشامد باشند که بتوانند هزمان رخ دهند آنگاهBو  Aاگر  قانون ضرب احتمال:  ) =  ( ) ×  ( | );        ( ) ≠ 0 
 يمهره به تصادف يکي يکي و بدون جايگذار 2مهره قرمز است. اگر از اين جعبه  2مهره سياه و  4مهره سفيد،  3شامل  يجعبه ا مثال:

  خارج کنيم. مطلوبست احتمال اينکه:
×   سياه باشد. ياول سفيد و دوم يالف) مهره انتخاب   =  .   

  ب) هر دو مهره همرنگ باشند.

= هردو قرمز    يا     هردو سياه     يا     هردو سفيد   ×   +   ×   +   ×   =  .   
  

اثر گذار  يبر وقوع يا عدم وقوع ديگر يکه وقوع يا عدم وقوع يک يرا مستقل گوييم در صورت Bو  Aدو پيشامد  مستقل: يپيشامدها
  تنباشد. مانند ميزان قد و سطح تحصيلا

∩ )   تقل گوييم هرگاه سرا م Bو  Aدو پيشامد  ياز نظر رياض  ) =  ( ) ×  ( ) 

رشته                      
  جنسيت

  جمع  پسر  دختر

  100  35  65  حسابداري

  100  60  40  مديريت

    95  105  جمع
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مستقل  Bو   Aپيشامد مشاهده عدد زوج باشد آيا  Bده شير و پيشامد مشاه Aکنيم. اگر يرا پرتاب م يابتدا يک سکه وسپس تاس مثال:
  هستند.

و احتمال اينکه تيرانداز دوم به  85/0حتمال اينکه تيرانداز اول به هدف بزند کنند. ايشليک م يمثال: دو تيرانداز هر کدام به سمت هدف
  است. اگر هر دو هزمان به شليک کنند. 8/0هدف بزند 

×  .   الف) چقدر احتمال دارد هر دو به هدف بزنند.    . =  .   
− )  ب) هيچ کدام به هدف نزنند.     .  ) × ( −  . ) =  .   

+  .  از ان ها به هدف بزند. ييک ج) حداقل  . −  .  ×  . =  .   
 يبا هم مخلوط کرده و سپس از ميان آنها به تصادف سه کارت يک يکارت قرمز را به خوب 1کارت سبز و  6کارت سفيد،  7 مثال:

  . احتمال  اينکه ميکنيخارج م يو بدون جايگذار ييک
×     سبز و قرمز باشند.الف) اين سه کارت به ترتيب سفيد،     ×    =  .    

×     ب) دو کارت اول سبز و کارت سوم قرمز باشند.    ×    =  .    
×     ج) دو کارت سبز و يک کارت قرمز باشند.    ×    ×  =  .    

  
×     د) هر سه کارت همرنگ باشند.    ×    +    ×    ×    =  .   

×     ه) دو کارت سبز باشد.    ×    ×  =  .   

  

  فرمول احتمال کل و قانون بيز:

,  ,   يهامجموعه تعريف: …   ويند هرگاهنمونه گ ياز فضا يرا افراز   ,
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  نباشد. يتهموعه ها هيج کدام از اين مج
  اين مجموعه ها دو به دو ناسازگار باشند.

  نمونه باشد. ياجتماع مجموعه ها برابر فضا

  
,  ,  فرض کنيد  قانون احتمال کل: … ( )   توان به صورت زير نوشت:يرا م Aنمونه باشند. آنگاه احتمال  ياز فصا يافراز    , =  ( |  ) (  ) +  ( |  ) (  ) + … ( |  ) (  ) =   ( |  ) (  ) 

    

  

ک مهره قرمز و در يد و يک مهره سفيک مهره قرمز و در سبد دوم يد و يم که در سبد اول دو مهره سفيار داريسه سبد در اخت مثال:
م. يکنيک مهره خارج مي کنيم ويانتخاب م يسبدها را به طور تصادف از ييکد و سه مهره قرمز قرار دارد. يز دو مهره سفيسبد سوم ن

  د خارج شود چقدر است؟ينکه مهره سفياحتمال ا

   (  ) =  (  ) =  (  ) =    

 ( |  ) =           ( |  ) =               ( |  ) =    
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 ( ) =   ×   +   ×   +   ×   =  .   

  شود:يبه صورت زير محاسبه م Bبه شرط     ياحتمال شرطقانون بيز: 

 (    ) =  (    ) (  )∑  ( |  ) (  )     

 

ن مهره از سبد سوم خارج شده باشد چقدر ينکه اياست، احتمال اد يکه از سبد خارج شده، سف يام مهرهي، اگر بدانيدرمثال قبل  :مثال
  است؟

 (  | ) =  ( |  ) ×  (  ) .  =   ×    .  =  .   

  

د و با شويص داده ميتشخ يدرست 8/0با احتمال  ديابت يمبتلا به بيمارک فرد يابت (مرض قند) ي، ديش پزشکيک آزمايدر  :مثال
ابت يد يمارينفر دچار ب ۲نفر مردم جامعه  ۱۰۰۰۰شود. اگر از هر ياعلام م يمارين بيجه عدم ابتلا به ايافراد سالم نت يز براني 9/0احتمال 

  انگر ابتلا به مرض قند باشد چقدر است يک فرد، بيش يجه مثبت آزماينکه نتيباشند احتمال ا

(افراز) شده  يبندو سالم طبقه يماران قندينمونه به دو گروه ب يا فضاي يبا توجه به مسئله، جامعه آمار جواب:
ن باشد يشامد ايپ Aم و يريابت در نظر بگيد يماريرا عدم ابتلا به ب   ابت و يشامد ابتلا به ديرا پ Bاست. حال اگر 

  ر توسط مسئله داده شده.يش مثبت است، اطلاعات زيجه آزمايکه نت

A|Bمبتلا  يابتيش نشان دهد که فرد ديآزما يعنيابت باشد. يفرد مبتلا به د يش مثبت برايجه آزماينت نکهيشامد اي: پ
  ابت است.يد يماريبه ب

A’|B’ :ابت يش نشان دهد که فرد سالم به ديآزما يعنيمربوط به فرد سالم باشد.  يش منفيجه آزماينکه نتيشامد ايپ
  م داشت:يجه خواهيست. در نتيدچار ن

P(A|B)=0.8 P(Aʹ|Bʹ)=0.9      P(B)=0.0002       P(A|B)=0.8     P(Aʹ|Bʹ)=0.9     P(B)=0.0002  

  م:يسيم بنويتوانيز ميه بيحال با استفاده از قض

 ( | ) =  ( | ) ( ) ( | ) ( ) +  ( |  ) (  ) =  . ×  .     . ×  .    + ( −  . ) × ( −  .    )=  .     
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فرض کنيد يک موسسه بيمه افراد جامعه را به سه گروه افراد داراي ريسک بالا، متوسط و پايين تقسيم نموده است که به ترتيب  مثال:
ها در طول سال دهد که احتمال تصادف کردن اين گروهدهد. اطلاعات اين موسسه نشان ميدرصد جامعه را تشکيل مي 30و  50، 20

  باشد. درصد مي 5و  15، 30ترتيب  به
  نويسيم:يابتدا احتمالات را به صورت زير م

Aتصادف کردن :  
B1         ريسک بالا :B1               ريسک متوسط :B3ريسک پايين :   (  ) =  .           (  ) =  .          (  ) =  .   ( |  ) =  .         ( |  ) =  .            ( |  ) =  .   

  
که هيچکدام در طول سال تصادفي نداشته باشند را ها يک نفر به تصادف انتخاب شوند احتمال اينه) اگر از هر يک از اين گروالف

(  |  )   بيابيد. =  −  . =  .        (  |  ) =  −  .  =  .         (  |  ) =  −  .  =  .   
 که در طول سال تصادفي داشته باشند را بيابيد.) اگر از افراد بيمه شده يک نفر انتخاب شود احتمال اينب

( )   با استفاده از قانون احتمال کل =  . ×  . +  . ×  .  +  . ×  .  =  .   
که اين شخص از گروهي با ريسک متوسط باشد را ه باشد، احتمال اين) اگر از افراد بيمه شده يک نفر در طول سال تصادفي نداشتج

  بيابيد.

 با استفاده از قانون بيز:

 (     ) =  (  |  ) (  ) (  ) =  .  ×  .  −  .   

باشند. درصد از دانشجويان زن مي 60نيم کيلوگرم بيشتر است و ميدا 60درصد زنان از  1درصد مردان و  4در يک دانشگاه وزن مثال:
 کيلوگرم بيشتر باشد. احتمال اينکه اين دانشجو زن باشد را بيابيد. 60کنيم و وزن او از  دانشجويي را به تصادف انتخاب مي

  کنيم:يزير را به صورت زير تعريف م يحل ابتدا پيشامدها يجواب: طبق صورت مساله بايد از قانون بيز استفاده کنيم. برا

A کيلوگرم 60: وزن بيشتر از  

B1و          60(      : زن بودن          (درصدB2)      درصد) 40: مرد بودن  

شود که مقدار آن ينمايش داده م (  | ) باشد با  60زن است احتمال اينکه وزن او بيشتر از  ياگر بدانيم فرد
  است  0.01برابر 
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شود که مقدار ينمايش داده م (  | ) باشد با  60احتمال اينکه وزن او بيشتر از  مرد است يو اگر بدانيم فرد
  است  0.04آن برابر 

 (    ) =  ( |  ) (  ) ( ) =  ( |  ) (  ) ( |  ) (  ) +  ( |  ) (  )=  .  ×  .  .  ×  . +  .  ×  .  

  

  يتصادف يسوم: متغيرها فصل

که  يشود و مقداريو ... نمايش داده م Yو  Xشود و با حروف بزرگ مانند ينمونه تعريف م يفضا ياست که رو يتابع يمتغير تصادف
  دهند.يو ... نمايش م x ،yکنند را با ياختيار م يتصادف ياين متغيرها

  کنيم:يبا چند مثال ساده شروع م يآشنايي با متغيرتصادف يبرا

و  Xمشاهده شده در اين سه پرتاب باشد مجموعه مقادير  يتعداد شيرها Xکنيم. اگر يرا سه بار پرتاب م يفرض کنيد سکه ا :1مثال
=   تابع احتمال آن را تعيين کنيد: {   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   } 

  
 

 يگويند. تابع احتمال اين متغيرتصادف يتکيه گاه متغيرتصادفاين مجموعه مقادير را  {0,1,2,3}رتند از عبا Xپس مجموعه مقادير 
  عبارتست از:

  احتمال             Xتيکه گاه   0 1  2 3

  

دو تاس باشند.  يتلاف اعداد رواخ ينشان دهنده X يکنيم. اگر متغير تصادفيپرتاب م يدر پ يرا دوبار پ يفرض کنيد تاس: 2مثال
  را بيابيد: X يتکيه گاه و تابع احتمال متغيرتصادف

  نمونه به صورت يفضا

3 2 2 2 1 1 1 0 
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 = {( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , ) ( , )→  ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→  ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→  ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→  ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→  ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ ( , )→ } 
=    برابر است با: X يتکيه گاه متغيرتصادف { , , , , , } 

     Xتکيه گاه   0 1  2 3 4 5
    

  احتمال                 

 

=    عبارتند از: Y يدو تاس باشد. تکيه گاه و تابع احتمال متغير تصادف يع اعداد رونشان دهنده مجمو Y اگر يدر مثال قبل { , , , , , , , ,  ,  ,  } 
  

 

  

      گاهتکيه  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12
    

    
    

    
    

    
 احتمال                

ک ياندازيم به طوريکه در هر جعبه يم يبه طور تصادف 3و  2، 1 يهاجعبه به شماره 3را در  3و  2، 1 يسه مهره به شماره ها :3مثال
رار گرفته اند) هايي که در جعبه با شماره متناظر خودشان قتعداد جورها (تعداد مهره ينشان دهنده X يمهره قرار گيرد. اگر متغيرتصادف

  باشند.مطلوبست:

 X يو تابع احتمال متغير تصادف X يالف) تکيه گاه متغيرتصادف

  ب) احتمال اينکه دقيقاً يک جور داشته باشيم.
= )   ج) احتمالات زير را بيابيد: 0.5)          (0 ≤  < 2) 

 
1 2 3 
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    = { , , } 
  احتمال          Yتکيه گاه   0 1  3

  ( =  ) =  .   ( =  . ) =            ( ≤  <  ) =    

  است: X يتابع زير تابع احتمال متغير تصادف: 4مثال

P(X = x) = 56 × (16)         x = 0,1,2,3,4,5, … … .. 
  چيست؟ Xالف) تکيه گاه 

P(X  ت آوريد:ب) احتمالات زير را به دس ≤ 2.5)         P(X ≥ 3.5) 

=         (الف { , , , , … . } 

1 2 3 

1 3 2

2 1 3 

2 3 1 

3 2 
1 

3 1 2 

3 

1 

1 

0 

1 

0 
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≥ )        (ب  . ) =  ( =  ) +  ( =  ) +  ( +  ) =   × (  ) +   × (  ) +   × (  ) =   ×   +   +     =  .    

≤ )        (ج  . ) =  −  ( <  . ) =  − { ( =  ) +  ( =  ) +  ( +  ) +  ( =  )}=  − {  × (  ) +   × (  ) +   × (  ) +   ×    )  =  −  .   =  .    

  

 ( )  که با نماد X ياه تابع توزيع تجمعباشد آنگ P(X=x)گسسته با تابع احتمال  ييک متغير تصادف Xاگر  :يتابع توزيع تجمع
( )    شود:يشود به صورت زير تعريف ميم نمايش داده =  ( ≤  ) =   ( =  )    

  به مثال زير توجه کنيد: يتشريح تابع توزيع تجمع يبرا

آن را به دست  يو پرتاب باشد تابع توزيع تجمعنشان دهنده تعداد شيرها در اين د Xکنيم. اگر يبار پرتاب م 2را  يسکه ا :5مثال
  آوريد.

نمونه اين آزمايش به صورت زير  يرا بيابيم. فضا Xگاه و تابع احتمال بايد ابتدا تکيه ييافتن تابع توزيع تجمع يبرا
=   است: {  ,  ,  ,  } 

   = { , , } 

  
 

  لاحتما          Yتکيه گاه   0 1 2
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  ( ) =  ( ≤  ) =
⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧         <            ≤  <           ≤  <          ≥  

 

  به صورت زير است: X يتابع احتمال متغير تصادف: 6مثال

 Xتکيه گاه  1-  0  2  3  5

  احتمال  0.05  0.25  0.45  0.15  0.1

  را بيابيد: Xيتابع توزيع تجمع

  ( ) =  ( ≤  ) =
⎩⎪⎪
⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪
⎧                                          < −   .                           −  ≤  <    .  +  .  =  .     ≤  <    . +  .  =  .         ≤  <    .  +  .  =  .      ≤  <    . +  . =       ≥  

 

  تابع احتمال زير باشد: يدارا  X ير تصادفيتغمثال: فرض کنيد م

  ه گاهيتک 1  2  3  4
  احتمال  0.125  0.5  0.125  0.25

  را به دست آوريد: X يتابع توزيع متغير تصادف

  ( ) =  ( ≤  ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧                      <   .       ≤  <   .       ≤  <   .      ≤  <                       ≥   

  



61 
 

  تابع توزيع: يمحاسبه احتمالات از رو

و احتمالات مختلف  يتوانيم براساس اين تابع توزيع تکيه گاه متغيرتصادفيم F (x)گسسته باشد با تابع توزيع  ييک متغير تصادف Xاگر
  را محاسبه کنيم:

  آيد. ياه به حساب مگسسته در تابع توزيع همان تکيه گ يدر واقع نقاط پرش متغيرتصادف

= )   کنيم:ياز رابطه زير استفاده م X يمحاسبه تابع احتمال متغيرتصادف يبرا  ) =   ( )−   (  ) 
  

≥ )   توجه کنيد:  ) =   ( )           ( <  ) =   (  ) 

> )   کنيم:يمحاسبه احتمالات از روابط زير استفاده م يهمچنين برا  <  ) =   (  )−   ( ) 

 

   ( <  ≤  ) =   ( )−   ( ) 

 

   ( ≤  <  ) =   (  )−   (  ) 
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   ( ≤  ≤  ) =   ( )−   (  ) 

 

  

   ( >  ) =  −   ( ) 

  
   ( ≥  ) =  −   (  ) 

 

  

  به صورت زير باشد: X يوزيع متغيرتصادففرض کنيد تابع ت: 7مثال
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  ( ) =
⎩⎪⎪
⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪⎪
⎪⎧ 0              < −3 0.12   − 3 ≤  < −1 0.28      − 1 ≤  < 1 0.52           1 ≤  < 2 0.68          2 ≤  < 5 0.87          5 ≤  < 6 1                 ≥ 6

 

=    را تعيين کنيد. X يمطلوبست:الف) تکيه گاه متغير تصادف {− ,− , , , , } 
  ب) نمودار تابع توزيع را رسم کنيد:

  
= )   را به دست آوريد: Xج) تابع احتمال   ) =   ( )−   (  ) 

   ( = − ) =   (− )−   (−  ) =  .  −  =  .        ( = − ) =   (− )−   (−  ) =  .  −  .  =  .   
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     ( =  ) =   ( )−   (  ) =  .  −  .  =  .    ( =  ) =   ( )−   (  ) =  .  −  .  =  .        ( =  ) =   ( )−   (  ) =  .  −  .  =  .        ( =  ) =   ( )−   (  ) =  −  .  =  .   

  تکيه گاه 3-  1-  1  2  5  6
  احتمال  0.12  0.16  0.24  0.16  0.19  0.13

2)   د) احتمالات زير را با اسنفاده از تابع توزيع محاسبه کنيد: <  ≤ 5) =   ( )−   ( ) =  .  −  .  =  .            ( ≥ 1) =  −   (  ) =  −  .  =  .          (−2 ≤  ≤ 1) =   ( )−   (−  ) =  .  −  .  =  .         (0 ≤  < 6) =   (  )−   (  ) =  .  −  .  =  .       (−3 <  < 2) =   (  )−   (− ) =  .  −  .  =  .  

  

  پيوسته يتصادف يمتغيرها

  از چند فاصله باشد.  ييا اجتماع ييه گاه آن به صورت يک فاصله عدداست که تک يپيوسته متغير يمتغيرتصادف

 را اختيار کند همواره برابر صفر يپيوسته فقط يک مقدار خاص ياحتمال وقوع اينکه متغيرتصادفبايد توجه داشت که 
= )   :يعنياست.   ) =   

> )   پيوسته برقرار هستند: يتصادف يمتغيرها يبنابراين روابط زير برا  <  ) =  ( ≤  <  ) =  ( <  ≤  ) =  ( ≤  ≤  ) 
 ( )  گويند و با نماد  يشود و تابع احتمال آن را تابع چگالييک فاصله تعريف م يبه همين منظور احتمال در حالت پيوسته بر رو

  دهند.ينمايش م
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  :يعنيکنيم، ييک فاصله از انتگرال استفاده م يمحاسبه احتمال رو يبرا ياز طرف

 ( <  <  ) =    ( )   
  

  

  انتگرال: يادآوري

  

 :        =      +      =      +  −      +   
  

 :        =       =  ( −  ) 
  

 :          =         = 
     −      

 :                = ( −  )!   
  

  

  زير را حل کنيد: يانتگرال ها :8مثال

 (   −   +  )  =? 
  

 

= (    −     +   )     =   ×    −  ×    +  ×   −   ×    −  ×    +  ×   = 

  

=     −    +    −   −   +    =     −    =    .  
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        =      −      = (−   
    ×  )− (−    × ) =  −       

            = ( −  )!(  ) =  !    =    ×    =       
  

 =       =    

  

  زير است: يتابع چگال يدارا X يمتغيرتصادف: 9مثال

  ( ) =  23 +  3 ;     0 ≤  ≤ 1 0 ;               .  

  X يمطلوبست: الف) تکيه گاه متغيرتصادف

=    صفر نيست پس تکيه گاه برابر است با  ياست که تابع چگال يپيوسته مقادير يمتغير تصادفتکيه گاه  [ , ] 

   را به دست آوريد:  kب) مقدار ثابت 

  کل تکيه گاه برابر يک است، پس: يرو يشه انتگرال تابع چگاليهم

     +      = ( 
   ×    +    )     +   ( −  ) =    +    − ( +  ) 

→   +   =      →  =   

  ج) احتمالات زير را محاسبه کنيد:

 ( ≤ 3)       (0 ≤  < 0.5)        (−2 <  ≤ 0.5)       > 13       ( = 0.7) 
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     +      = 
    ( +  )  =   (   +  ) 

  ( ≤  ) =  ( ≤  ≤  ) =   

 ( ≤  <  . ) =      +      = .  
        +     .   =    .   +  .  −       +   

=     .   +  .  ~ .   

  (− <  ≤  . ) =  ( <  <  . ) =  .   

   >    =      +      =   (   +  )      =      +   −        +          

=  −    =      

  ( =  . ) =   

 

  پيوسته: يمتغيرتصادف يبرا يتابع توزيع تجمع

  شود:يبه صورت زير تعريف م ( )   يباشد، آنگاه تابع توزيع تجمع ( )   يپيوستهبا تابع چگال يمتغير تصادف Xاگر  

  ( ) =    ( )    
   

  زير باشد: يچگال يدارا X يفرض کنيد متغير تصادف :10مثال

  ( ) =  34 (1−   ) ;      −1 <  < 1 0;                             . .  

  را به دست آوريد: Xتابع توزيع 
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  ( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧   ( −   )    

  
  ;       < −  − ≤  <    ;           ≥   

   ( −   )   =    ( −   )   =     −        − =     −     −    − − (− )    
  

 
   

=    −    +    

 

  ( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧   −    +     ;  ;             < −  − ≤  <    ;           ≥   

  

  

  زير است: يتابع چگال يدارا X يمتغيرتصادف :11مثال

  ( ) =  14  + 14 ;     0 ≤  ≤ 2 0 ;               .  

  را به دست آوريد: X يتابع توزيع متغير تصادف

  ( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧ (   +   )    

  
  ;        <    ≤  <    ;           ≥   

 

 (   +   )    
  =      +      =    +    

     =    +    
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  ( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧   +   

  ;        <    ≤  <    ;           ≥   

 

 

  :يو واريانس متغير تصادف ياميد رياض

  شود:يت زير جمع مشود و به صورينمايش داده م E(X)که با  X يباشد اميد رياض ييک متغير تصادف Xاگر 

 ( ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧  ×  ( = متغيرتصادفي گسسته         ( 

 
    × متغير تصادفي پيوسته              ( )  

 

( )     شود:يبه صورت زير تعريف م Xواريانس  =  (  )− ( ( ))  

 (  ) = ⎩⎪⎨
⎪⎧   ×  ( = ي گسستهمتغيرتصادف         ( 

 
     × متغير تصادفي پيوسته              ( )  

 

 

  و واريانس: يخواص اميدرياض

( )  زير همواره برقرارهستند: يها يباشد آنگاه ويژگ ييک متغيرتصادف Xباشند. اگر  ياعداد ثابت cو  a ،bفرض کنيد  =    (  ) =   ( )  (  +  ) =   ( ) +    (   +   +  ) =   (  ) +   ( ) +   
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   ( ) =      (  ) =      ( )    (  +  ) =      ( ) 

  

  به صورت زير باشد: X يفرض کنيد تابع احتمال متغير تصادف :12مثال

  تکيه گاه   0 1  2
  احتمال  0.35  0.5  0.15

( )   به دست آوريد. را Xو واريانس  يالف) اميد رياض =  ×  .  +  ×  . +  ×  .  =  .   (  ) =   ×  .  +   ×  . +   ×  .  =  .     ( ) =  (  )−   ( )  =  . −  .  =  .   

  ب) مقادير زير را محاسبه کنيد:

 (  −  )           −  +         (−   +   −  ) 

   (  −  ) =   ( )−  =  ×  . −  =  .      −  +   =    ( ) =  .   =  .     (−   +   −  ) = −  (  ) +   ( )−  = (− ×  . ) + ( ×  . )−  = − .  

  

احتمال زير  يتابع چگال يلاستيک بر حسب سال باشد که دارا يل عمر نوعطو ينشان دهنده X يفرض کنيد متغيرتصادف :13مثال
  است:



71 
 

  ( ) =  0.5   .         > 0 0                     . .  

  را به دست آوريد. Xو واريانس  يالف)اميد رياض

+  5)  ب) مقادير زير را محاسبه کنيد: 2)          (3 − 0.5)     
 

 ( ) =   ×   ( )  =   . 
  .    .    =  .   . 

    .     

→         =        =  .  

   =  . × ( −  )! .  =   

 (  ) =    ×   ( )  =    . 
  .    .    =  .          .     

→         =        =  .  

=  . × ( −  )! .  =      ( ) =  (  )−   ( )  =  −   =    (   +  ) =   (  ) +  =  ×  +  =              (  −  . ) =     ( ) =    
  

  

  :يدوبعد يتصادف يمتغيرها
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را  يرا به طور همزمان داشته باشيم. در اينجا توابع احتمال دو بعد ياز چندين متغير تصادف يمسايل ممکن است که نتايج يدر بسيار
را تابع احتمال  Yو  X يهمزمان رخ دهند. در اين صورت احتمال دو بعد Yو  X ياحتمال اين که دو متغير تصادف يکنيم يعنيم يمعرف
= )   دهند:يزير نمايش مگويند و به صورت  Yو  Xتوام   , =  ) 

   روشن شدن موضوع به مثال زير توجه کنيد: يبرا 

 يتعداد شيرها Yمشاهده شده در سه پرتاب باشد و  يتعداد شيرها Xکنيم. اگر يپرتاب م يدر پ يرا سه بار پ يفرض کنيد سکه ا
  ت آوريد.را به دس Yو  Xتابع احتمال توام ده شده در پرتاب سوم باشند. مشاه

 
 

 X=0 X=1 X=2 X=3 

Y=0    
   

   0 

Y=1 0    
   

   

 احتمالات زير را محاسبه کنيد:

 ( =  , =  ) =    
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 ( ≤  , =  ) =    

 

نقص  يعدد دارا 2و  (DT) لنقص در قسمت انتقا يعدد دارا 4، (G)عدد آن در وضعيت خوب  6ماشين وجود دارد که  12 :2مثال
نشنان دهنده تعداد  X يايم و متغير تصادفانتخاب کرده يماشين به طور تصادف 2باشند. فرض کنيد يم (DS)در مکانيسم فرمان 

  در اين نمونه هستند. مطلوبست: DS يهاتعداد ماشين Y يدر اين نمونه و متغير تصادف DT يهاماشين

  را دست آوريد: Yو  Xالف) تابع احتمال توام 

≤ )   ب) احتمالات زير را محاسبه کنيد: 1 , < 1)         ( +  ≤ 1.5)     
=    جواب الف) { , , }                    = { , , } 

 

             Y 0 1 2 

X 

0          =     
             =     

         =     

1              =     
             =     

  

2          =     
    

 

  جواب ب)

 ( ≥   , <  ) =    +    =        
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     ( +  ≤  . ) =    +    +    =      

 

  تفاضل دو عدد مشاهده شده باشد. مطلوبست: Yعدد کوچکتر و  Xکنيم. فرض کنيد ييک تاس را دو بار پرتاب م: 3مثال

 Yو  Xالف) تابع احتمال توام 

+ )   ب) احتمالات زير  را محاسبه کنيد:  > 3)         ( ≥ 3, ≥ 3)       ( = 2, > 3) 
 

 

=   جواب الف) {( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , ) ( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , ) ( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , ) ( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , ) ( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , ) ( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )( , )→( , )} 
    = { , , , , , }                    = { , , , , , } 

 

                 
Y 

0 1 2 3 4 5 

X 

1     
    

    
    

    
    

2     
    

    
    

      

3     
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4     
    

          

5     
            

6               

  

  جواب ب)

 ( +  >  ) =      

          ( ≥  , ≥  ) =    +    +    +    +    +    =      

        ( =  , >  ) =    +  =     

 

  )ي(احتمالات کنار يااحتمالات حاشيه

احتمال تک تک متغيرها را به تنهايي به دست آوريم. به اين احتمالات » توانييرا دشته باشيم م يزمانيکه احتمال توام دو متغير تصادف
= )   آيند:يگويند که به صورت زير به دست م ياحتمالات کنار  ) = ∑  ( =  , =  )  

  ( =  ) = ∑  ( =  , =  )  

 

  ع احتمال توام زير را درنظر بگيريد:تاب :4مثال

7 5  3  2  Y 

X 

 X يکنار احتمال

 Y ياحتمال کنار
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0 0.15  0.25  0.05  -1  
0.1 0.01  0.25  0  0  

0.07 0.12  0  0  1  
  

  را محاسبه کنيد. Y يو کنار X يالف) تابع احتمال کنار

= )  ب) احتمالات زير را به دست آوريد: 2)      ( ≥ 3)     (| | = 1)      ( ≥ 0, < 3) 

  

 لف)جواب ا

 Y  2  3  5 7 جمع
X 

0.45 0 0.15  0.25  0.05  -1  
0.36 0.1 0.01  0.25  0  0  
0.19 0.07 0.12  0  0  1  
 جمع 0.05 0.5 0.28 0.17 

  

 Xتکيه گاه   -1  0  1
  احتمال  0.45  0.36  0.19

  

 Yتکيه گاه  2  3  5  7
  احتمال  0.05  0.5  0.28  0.17

   ( =  ) =  .         ( ≥  ) =  .        (| | =  ) =  .         ( ≥  , <  ) =   
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 شود:يبه صورت زير تعريف م يگسسته باشند آنگاه احتمال شرط يدو متغير تصادف Yو  Xاگر :ياحتمالات شرط

= )   Yبھ شرط  Xاحتمال شرطي   | =  ) =  (   ,   ) (   ) 

= )  Xبھ شرط Yاحتمال شرطي   | =  ) =  ( =  , =  ) ( =  )  

 يکنيم. اگر متغير تصادفيمهره خارج م 4مهره قرمز است. از اين ظرف به تصادف  3مهره سياه و  2مهره سفيد،  3شامل  يظرف: 5مثال
X يسفيد و متغير تصادف يتعداد مهره ها Y سياه در اين نمونه باشد. يتعداد مهره ها  

  را به دست آوريد. Xالف) تابع احتمال 

  را به دست آوريد. Yيو حاشيه ا X يابع احتمال حاشيه اب) ت

= )   ج) احتمالات زير را محاسبه کنيد. 2| = 1)      ( ≤ 1| = 2)        ( ≥ 1| = 3)       (1 ≤  ≤ 3| = 0)       ( ≤ 1| ≤ 1) 
  

  

=   جواب الف) { , , , }                    = { , , } 
              Y 0 1 2 جمع 

X 

0               =     
            =     

    

1             =     
                =      

                =     
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2             =     
                =      

            =     
     

3             =     
            =     

      

      جمع
     

      

  

 Xتابع احتمال حاشيه ای 

  احتمال                   Xتکيه گاه  0  1  2  3

 Y تابع احتمال حاشيه ای

  احتمال                Yتکيه گاه  0  1  2

 

 

 

 ( =  | =  ) =  ( =  , =  ) ( =  ) =         =      

 

      ( ≤  | =  ) =  ( ≤  , =  ) ( =  ) =         =      

 

       ( ≥  | =  ) =  ( =  , ≥  ) ( =  ) =       =    
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       ( ≤  ≤  | =  ) =  ( ≤  ≤  , =  ) ( =  ) =         =   

 

       ( ≤  | ≤  ) =  ( ≤  , ≤  ) ( ≤  ) =         =      

 

  :يکووريانس و ضريب همبستگ

تواند به يبين دو متغير م يکند. رابطهيمرا مشخص  Yو  X يبين دو متغير تصادف ياست که نوع و شدت رابطه خط يکووريانس شاخص
  سه حالت زير باشد:

  الف) با افزايش يک متغير، متغير ديگر افزايش يابد وبالعکس.

  ب) با افزايش يک متغير، متغير ديگر کاهش يابد و بالعکس.

  متغير ديگر نداشته باشد. يبر رو يج) افزايش يا کاهش يک متغير تاثير

  

( , )     شود:يشود و به صورت زير محاسبه مينشان داده م COV(X,Y)رت به صو Yو  Xکووريانس  =  (  )−  ( ) ( ) 
   (  ) =      ( =  , =  )   

 

  است، بنابراين: Yو  Xکووريانس بيانگر تغييرات همزمان  نکته:

  است. (مستقيم)هم جهت  Yو  Xمثبت باشد آنگاه تغييرات   ( , )   الف) اگر 

  خلاف جهت يکديگر است. (معکوس) Yو  Xباشد آنگاه تغييرات  يمنف ( , )   ب) اگر 
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  با هم ندارند. يارابطه ياز نظر خط Y و  Xصفر باشد آنگاه  ( , )   ج) اگر 

را  يبا نام ضريب همبستگ يار ديگردارد. به همين خاطر معي يبستگ يگيراست که به واحد اندازه ي: کووريانس معياريضريب همبستگ
  شود:يباشد و به صورت زير محاسبه ميم يگيرکنيم که آزاد از واحد اندازهيم يمعرف

 ( , ) =    ( , )    ( )   ( ) 

  .1و  - 1است بين  يهمواره عدد يتوجه کنيد ضريب همبستگ

  ريم:سه مورد زير را دا يدر مورد ضريب همبستگنکته: 

  هم جهت است. (مستقيم) Yو  Xمثبت باشد آنگاه تغييرات  يالف) اگرضريب همبستگ

  خلاف جهت يکديگر است. (معکوس) Yو  Xباشد آنگاه تغييرات  يمنف ياگرضريب همبستگب) 

  با هم ندارند. يارابطه ياز نظر خط Y و  Xصفر باشد آنگاه  ياگرضريب همبستگج) 

 

 

 

  را درنظربگيريد: Yو  X تابع احتمال توام :6مثال

3  0  -1  Y  
X 

0  0.4  0.1  2 

0.15  0.2  0.15  4  
  

  را محاسبه کنيد: Yو  X يکووريانس و ضريب همبستگ

  

 Xتکيه گاه  2  4

  احتمال  0.5  0.5

 ( ) = ( ×  . ) + ( ×  . ) =    (  ) = ( ×  . ) + (  ×  . ) =       ( ) =  (  )−   ( )  =   −  =   
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 Yتکيه گاه  1-  0  3

  احتمال  0.25  0.6  0.15

 

 

  

  (  ) = ( × (− ) ×  . ) + ( × (− ) ×  .  ) + ( ×  ×  .  ) =   
    ( ,  ) =  (  )−  ( ) ( ) =  −  ×  . =  .  

  ( , ) =    ( , )    ( )   ( ) =  .  √ ×  .  =  .  >   

 

 يپ هانشان دهنده تعداد تو Xکنيم. اگر ي، سه توپ همزمان خارج ميتوپ آب 5توپ سبز و  4توپ قرمز،  3 يمحتو ياز ظرف :7مثال
  سبز باشد. ينشان دهنده توپ ها Yقرمز و 

  را بيابيد.       Yو  Xتوزيع احتمالات توام  الف)

باشد. پس تابع احتمال به صورت زير  { , , , }تواند  يم Yو  { , , , }تواند  يم Xدر اين نمونه سه تايي، 
  خواهد بود:

3 2 1 0 X  
Y          =      

             =       
             =       

         =       
0 

 ( ) = (− ×  .  ) + ( ×  . ) + ( ×  .  )=  .   (  ) = ( ×  .  ) + ( ×  . ) + ( ×  .  )=  .     ( ) =  (  )−   ( )  =  . −  .  =  .   
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               =       
                 =       

             =       
1 

                 =       
             =       

2 

               =      
3 

1) مقدار  ب) ≤  +  ≤ ≥ )   حل: :را محاسبه کنيد (2  +  ≤  )=  ( =  , =  ) +  ( =  , =  ) +  ( =  , =  ) +  ( =  , =  ) =      +      +      +      =        

 

  را به دست آوريد. Y ياو توزيع حاشيه  X  ياتوزيع حاشيه ج)

 
 X يتابع احتمال حاشيه ا

3 2 1 0 X=x      
      

       
      P(X=x) 

 
 Y يتابع احتمال حاشيه ا

3 2 1 0 Y=y      
      

       
      P(Y=y) 

  احتمالات زير را محاسبه کنيد: د)

 ( =    ≤  ) =  ( ≤  , =  ) ( ≤  ) =      +          +       =             
 ( ≤  <    =  ) =  ( ≤  <  , =  ) ( =  ) =      +            =                   
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   ( =  ) =      

 ( ≤  , ≥  ) =      +      +     =         
 را محاسبه نماييد: يريب همبستگه) ض

  

  

  

  

  

  

  

 (  ) =  +  +  +  +  +   ×  ×       +   ×  ×       +  +  +   ×  ×       +  +  +  +  +  =        

   ( , ) =  (  )−  ( ) ( ) =       −       ×  = −   

  , =    ( , )    ( )   ( )  = −  √ .  ×  .  = − .   

 

  يتوزيع هندس-توزيع پواسن-ياتوزيع دوجمله:       مهم احتمال يهاتوزيع

  

يوب گويند مانند پرتاب سکه، مع يتنها دو نتيجه ممکن داشته باشد را يک آزمايش برنول ياگر يک آزمايش تصادف :يآزمايش برنول
  يا شکست در يک مسابقه ييا سالم بودن محصولات يک کارخانه، پيروز

 ( ) =  +   ×        +   ×       +   ×      =         (  ) =  +   ×        +   ×       +   ×      =        

   ( ) =  (  )−   ( )  =       −          =  .   
  ( ) =  +   ×        +   ×       +   ×      =       =    (  ) =  +   ×        +   ×       +   ×      =        

   ( ) =  (  )−   ( )  =       − ( ) =  .   
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دهيم. نتيجه ديگر راشکست گوييم و احتمال ينمايش م Pنتيجه مورد نظر را موفقيت گوييم و احتمال رخداد آن را با  يدر آزمايش برنول
 دهيم.ينمايش م q=1-pرخداد آن را با 

  وفقيت باشد آنگاه:در پرتا ب تاس م 6اگر مشاهده  •

 موفقيت: مشاهده عدد شش  
شکست: مشاهده عدد غير شش

 

 ديابت يسالم يا مبتلا بودن به بيمار •

:موفقيت   بودن سالم
:شکست مبتلا بودن

 

 
موفقيت ها در تعداد  ينشان دهنده X يبار به طور مستقل تکرار کنيم و متغيرتصادف nرا  ياگر يک آزمايش برنول :يتوزيع دوجمله ا

  آيد:ياز رابطه زير به دست م يآزمايش باشد آنگاه توزيع احتمال متغيرتصادف nاين 

 ( =  ) =              ; =  , , , … .   دهند.ينمايش م ( , )   ~ را با نماد  ياحتمال شکست است. توزيع دو جمله ا qاحتمال موفقيت و      ,

( )   آيد:يبه صورت زير به دست م يو واريانس توزيع دوجمله ا ياميدرياض =               ( ) =     
  

  موفقيت باشد: 6در پرتاب تاس  مشاهده عدد 

  

  

  

  

  

مپرتاب پنج پرتاب چھارم پرتاب سوم پرتاب دوم پرتاب اول  

5 3 4 6 1 

3 6 6 2 5 

 پرتاب چھارم پرتاب سوم پرتاب دوم پرتاب اول

 =    

 =    

 =  .    =  .   

 پرتاب چھارم
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کند را آزمايش پواسن يمکه تعداد موفقيت ها را در يک فاصله زماني يا يک ناحيه مشخص را شمارش  يآزمايش توزيع پواسن:
  گويند.

  ، مساحت، حجم و ... باشديتواند يک فاصله خطيباشد و ناحيه مشخص م ماه و روز ساعت، دقيقه، ثانيه، تواندياين فاصله زماني م

 

 

 

 

 

  آيد:ييا ناحيه باشد تابع احتمال آن از رابطه زير به دست م ينشان دهنده تعداد موفقيت ها در يک فاصله زمان Xاگر 

 ( =  ) =       !         =  , , , , , …   متوسط تعداد موفقيت ها   ..

( )   و واريانس اين توزيع برابر است با: يدهند و اميد رياضينمايش م ( )  ~ توزيع پواسن را با نماد  =    ( ) =   
  : يتوزيع هندس

= )   است با:نشان دهنده تعداد آزمايشات تا رسيدن به اولين موفقيت باشد، آنگاه تابع احتمال آن برابر  Xاگر   ) =              =  , , , …   احتمال شکست است. qاحتمال موفقيت و    ..

  دهند و اميد رياضا و واريانس اين توزيع برابر است با:ينمايش م ( )  ~ اين توزيع را با نماد  

 ( ) =             ( ) =     

12ساعت   8ساعت   
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  موفقيت باشد: 6 در پرتاب تاس  مشاهده عدد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  گسسته يتصادف يتابع احتمال متغيرهاخلاصه

  واريانس  ياميدرياض  گاهتکيه  تابع احتمال  توزيع

, , ,              يدوجمله ا … . ,         

!        پواسن  
 , , , , , … ..   

  
  
  

, , ,         يهندس … ..    
    

  

  است. مطالوبست: 0.9کند. احتمال اينکه در هربار پرتاب به هدف بزند يبار به هدف پرتاب م 5 يبسکتباليست :1مثال

 پرتاب اول

 پرتاب دوم

 پرتاب سوم

 پرتاب چھارم

 پرتاب اول

 پرتاب دوم پرتاب اول

6 

6 

4 6 2 

 پرتاب سوم پرتاب دوم پرتاب اول

6 1 4 4 

3 

 موفقيت

 موفقيت

 موفقيت

 موفقيت
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  بار پرتابش گل شود. 3الف) احتمال اينکه 
  بار گل بزند. 4ب) احتمال اينکه حداقل 

  بار، چند بار به هدف بزند. 5ود در اين ريج) انتظار م
  د) واريانس تعداد پرتاب ها را بيابيد.

=   جواب:         =  .       ~   ( , . ) 

  الف)

 ( =  ) =           =      .   .  =  ! ! ! .   .  =  .     

 ب) 

 ( ≥  ) =  ( =  ) +  ( =  ) =      .   .  +      .   

  ج)

 ( ) =   =  ×  . =  .      ( ) =    =  ×  . ×  . =  .   

  

  

  است. مطلوبست. 0.7برابر  يشرکت کند. احتمال موفقيت او در امتحان رانندگ يخواهد در امتحان رانندگيم يفرد :2مثال
  احتمال اينکه در بار دوم قبول شود.الف) 

  ام قبول شود.-3ب) اجتمال اينکه در حداکثر در بار 
  رود در بار چندم قبول شود.يج) انتطار م

  د) واريانس تعداد بارهايي که بايد امتحان دهد را محاسبه کنيد.
=   جواب:  .       ~  ( . ) 

= )   الف)  ) =      =  . ×  .    =  .   
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≥ )  ب)   ) =  ( =  ) +  ( =  ) +  ( =  ) =  . ×  .    +  . ×  .    +  . ×  .    =  . +  .  +  .    

  ج)

 ( ) =   =   . =  . ~  

    ( ) =    =  .  .  =  .   

  دقيقه است.مطلوبست: 5اتومبيل در هر  2کنند يمراجعه م يکه به رستوران يسوار يهاداد اتومبيلتعبه طور متوسط  :3مثال
  اتومبيل مراجعه کند. 1الف) احتمال اينکه در ده دقيقه بيش از 

  اتومبيل مراجعه کنند. 3دقيقه حداکثر  20ب) احتمال اينکه در 
  نداشته باشيم. يدقيقه مراجعه ا 5ج) در 

  دقيقه چند اتومبيل مراجعه کند. 15رود در يد) انتظار م
  دقيقه را محاسبه کنيد. 15د) واريانس تعداد مراجعات در 

 ( )  ~   جواب:

=    دقيقه است. پس: 10الف) زمان دراين قسمت        ⟹    =   

 ( >  ) =  −  ( =  ) =  −       ! =     

=    دقيقه است 20قسمت ب) زمان در اين        ⟹    =    ( ≤  ) =  ( =  ) +  ( =  ) +  ( =  ) +  ( =  ) =       ! +       ! +       ! +       !  
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=    { +  +   +     } 

⟹  ج)    =    ( =  ) =       ! =     

=    دقيقه است. 15د) در اين قسمت زمان        ⟹    =     →        ( ) =      ( ) =   

  

  رسند. مطلوبست:يصندوق پرداخت يک فروشگاه م يبه پا يمشتر 6دقيقه،  15به طور متوسط در هر  :4مثال
  صندوق نيايد. يپا يالف) احتمال اينکه در يک دقيقه، هيچ مشتر

  صندوق بيايند. يپا يمشتر 2دقيقه، حداقل  30ب) احتمال اينکه در 
 دقيقه را به دست آوريد. 20ها در  يتعداد مشتر يج) واريانس و اميدرياض

=   جواب:  دقيقه 15در هر       

=     الف)       ⟹    =    =  .  

 ( =  ) =    .  .   ! =    .  

=     ب)       ⟹    =  ×     =     ( ≥  ) =  −  ( ≤  ) =  − { ( =  ) +  ( =  )} =  −          ! +         !  =  −     { +   } 
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=     ج)       ⟹    =  ×     =        →        ( ) =      ( ) =   

 

 

  توزيع نرمال
شود و مربوط به اي شکل است، روي مقادیر مثبت و منفی تعریف مییک منحنی متقارن حول میانگین است و زنگوله توزیع نرمال

هاي میانگین و متر به نامباشد. در این منحنی، میانه، میانگین و مد با یکدیگر برابرند. این منحنی داراي دو پارامتغیرهاي پیوسته می
  شود. نمایش داده می   و   μواریانس است و به ترتیب با 

  کند. شکل این توزیع تغییر می   و  μاین دو کمیت از این نظر پارامتر توزیع نرمال هستند که براساس مقدار  •
  آید. دست میت واریانس بهي انحراف معیار است و از جذر مثبدر این توزیع نشان دهنده  توجه کنید  •
  دهند. نمایش می (  , ) ~ را با نماد    و واریانس  μداراي توزیع نرمال با میانگین  Xبنابراین، اگر متغیر تصادفی  •
 یکی از خواص مهم منحنی نرمال رابطه واحد انحراف معیار توزیع و سطح زیر منحنی است. بدین معنی که سطح زیر منحنی با •

  هاي ثابت و مشخصی به شرح زیر است:واحدهاي انحراف معیار به نسبت

  
  توان گفت:در حقیقت می

ü 12/84  درصد سطح زير منحنی کمتر ازµ + σ ي است. به عبارت ديگر، رتبه درصدي نقطهµ + σ  12/84برابر است با 
  درصد. 
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ü 86/15  درصد سطح زير منحنی کمتر ازµ− σ ي صدي نقطهاست. به عبارت ديگر، رتبه درµ− σ  86/15برابر است با 
 درصد. 

ü 58/97  درصد سطح زير منحنی بينµ− 2σ  وµ + 3σ  .است 

ü 27/2  درصد سطح زير منحنی بيشتر ازµ + 2σ  .است  

  
:  اگر منحني نرمال داراي ميانگين صفر و واريانس يک باشد. آنگاه گوييم اين منحني نرمال استاندارد است. منحني نرمال استاندارد

  ي سطح زير منحني و واحدهاي انحراف معيار به صورت زير خواهد بود:طهراب

  
  است. 50همواره رتبه درصدي ميانگين برابر  نکته:

تر است که نمرات استاندارد شوند. براي استاندارد کردن نمرات خام دست آوردن رتبه درصدي يا سطح زير منحني نرمال راحتبراي به
=   کنيم.عمل ميمنحني نرمال به صورت زير   −    

ي خام سه محاسبه شده است. نمره 64و واريانس برابر  85هاي آن نرمال است ميانگين برابر در امتحان درس آمار که توزيع نمرهمثال : 
=   دست آورديد(نمرات را تفسير کنيد.)درصدي اين نمرات را بهاست. رتبه 77و  85، 101دانشجو برابر           =   →  =    =    −    =    ⇒     .    ×    =   .   

 =   −    =    ⇒     . ×    =    

 =   −    = −   ⇒     .    ×    =   .   
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د و بايد براي محاسبه رتبه درصدي بايد از جدول ينآ: توجه کنيد همواره نمرات استاندارد شده مقادير معلوم در نمودار به دست نمينکته
  نرمال استاندارد استفاده کرد.

  است.   5.2و انحراف معيار  142آموزان يک گروه سني خاص داراي توزيع نرمال با ميانگين ميانگين قد دانشمثال: 
 دارند. 150آموزان قدی بيشتر از الف) چند درصد دنش

 دارند. 138تر از آموزان قدی کمب) چند درصد دانش

 دارند. 150تا  138اموزان قدی بين ج) چند درصد دانش

=  جواب:          =  .  
=  الف)    −     . =  .    ⇒     .    ×    =   .             −   .  =  .   

=  ب)    −     . = − .    ⇒     .    ×    =   .   

−  .   ج)   .  =   .   

  است.  121و واريانس  100براساس آزمون هوش مشخص شده است که ميزان هوش داراي توزيع نرمال با ميانگين : مثال
 چقدر است. 80رتبه درصدي نمره  الف)

  دارند.  105تا  99اي بين چند درصد افراد نمره ب)
 دارند.  110اي بالاتر از هچند درصد افراد نمر ج)

  اند.تا ميانگين گرفته 95اي بين چند درصد نمره د)
  

=   جواب:           =    →  =    

=   الف)   −      = − .    ⇒     .    ×    =  .    
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=  )ب   −      = − .    ⇒     .    ×    =   .   

 =    −      =  .    ⇒     .    ×    =   .      .  −   .  =   .   
=  )ج    −      =  .    ⇒     .    ×    =   .           −   .  =   .    
=  )د   −      = − .    ⇒     .    ×    =   .         −   .  =   .   

  
≥ )   کنيم:، برای به دست آوردن احتمالات توزيع نرمال به طريق زير عمل می (  , ) ~  فرض کنيد نکته:   ) =    ≤  −      ( ≥  ) = 1−    ≤  −      ( ≤  ≤  ) =    ≤  −    −    ≤  −     

 
  است. مطلوبست: 81و واريانس  45ميزان کارآمدی مديران دارای توزيع نرمال با ميانگين  :مثال

   باشد. 35که ميزان کارآمدی يک مديرحداکثر احتمال اين الف)
    باشد. 54حداقل که ميزان کارآمدی يک مديراحتمال اين ب)
        باشد. 40بين ميانگين و  که ميزان کارآمدی يک مديراحتمال اين )ج

=   جواب:          =   →  =   

=   الف)   −    = − .    ⇒     .      
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=  )ب   −    =    ⇒     .     

=  )ج   −    = − .    ⇒    .       ⇒     . −  .    =  .      
  است. مطلوبست: 25/2و انحراف معيار  25/14نفر داراي توزيع نرمال با ميانگين  250ميزان اضطراب :مثال
  است.       15ميزان اضطراب چند نفر کمتر از  الف)

  است.   13ميزان اضطراب چند نفر حداقل  ب)
                         باشد. 16بين ميانگين و فردی ميزان اضطراب احتمال اين که  ج)
  است. 13تا  12بين فردی ميزان اضطراب احتمال اين که  د)

=   جواب:          =   .         =  .  →  =  .  

=   الف)   −   .   . =  .   ⇒     .        ⇒  −  .    =  .      ⇒       ×  .    =   .   ~   
=  )ب   −   .   . = − .    ⇒     .        ⇒       .    ×    =   .   ×    

=  )ج   −   .   . =  .    ⇒    .      ⇒     .   −  . =  .     
=   د)   −   .   . = − .    ⇒     .         

 =   −   .   . = − .   ⇒     .          .    −  .    =  .     
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رصد يا مقدار جا ددر مثال های قبلی، ما به دنبال يافتن احتمال و درصد مورد نظر بوديم. در ايناستفاده معکوس از جدول نرمال: 
≥ ) احتمال معلوم است و به دنبال عدد مورد نظر هستيم. پس در اين حالت   ) = α ،α  عدد معلومی است و به دنبال  مقدار   

عددی    .  ها کوچکتر از آن هستند. مثلا درصد داده αعددی است که    شود. در واقع نمايش داده می    را با    هستيم. مقدار
ی اصلی ( نمره خام) را بيابيم که از نمره استاندارد است و بايد نمره   ها کوچکتر از آن هستند. توجه شود که درصد داده 95است که 

=    کنيم:فرمول زير استفاده می    +   

  را بيابيم.     بايد هستند بزرگتر ها از آن درصد داده αبيابيم که اگر بخواهيم عددی را  :2-1نکته 

  
=  باشد. 36و واريانس  180ای توزيع نرمال با ميانگين فرض کنيد ميزان اميد به زندگی افراد شهری دار مثال:             =   →  =   

 درصد افراد اين شهر از چه مقداری کمتر است؟ 90ميزان اميد به زندگی   الف)

 =      =  .     →      . =  .  →      . =  ×  .  +    =    .   
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 درصد افراد اين شهر از چه مقداری بيشتر است؟ 85/54اميد به زندگی ميزان  ب)

   −   .  =   .   →   =   .     =  .        →      .    = − .   →      .    =  × (− .  ) +    =    .   
  

 باشد  0/5و انحراف معيار  16/5نفری دارای توزيع نرمال با ميانگين  150فرض کنيد نمرات دانشجويان يک کلاس مثال: 

 درصد نمرات حداکثر چقدر است؟ 33نمرات  الف)

 =      =  .      →      .  = − .  →      .  =  . × (− .  ) +   . =   .   

−    دانشجو حداقل چقدر است؟ 2.5نمرات  ب)  . =   .  →   =  .       →      .   =  .  →      .   =   .   

  

   است. مطلوبست: 6و انحراف معيار  51کودکان شهری دارای توزيع نرمال با ميانگين  ميزان حافظه تمرين:

  دارند.  53ای بين ميانگين و چند درصد کودکان حافظه الف)

   نمره چقدر است. اينکه کمترين نمره را دارند به متخصص معرفی  شوند،  یدرصد کودکان 49/2اگر قرار باشد  ب)

  . دارند 48 از بيشترای هند کودک حافظک را به طور تصادفی انتخاب کنيم چکود 300اگر  ج)

  باشد. 50.5يک فرد حداقل د) احتمال اينکه حافظه 

  


